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Zacznijmy od tego, czemu ta notka w ogdle sie pojawia. Na ostatnim tutoringu pokazywalem, jak
udowodnié, ze zbiér spdjnikow jest zupelny. Dowdd byt indukcyjny: zdefiniowalidémy sobie glebokosé¢
formuly i uzyliSmy silniejszej zasady indukcji by pokazaé, ze dla kazdej formuty dowolnej glebokosci
istnieje formuta jej rownowazna, zapisana jedynie przy pomocy okreslonych spdjnikéw. Ostatnio
dowiedzialem sig, ze niektérzy prowadzacy maja problem z takim dowodem.

Jako, ze czuje¢ si¢ odpowiedzialny za sposoéb ktory wam pokazatem, postanowitlem dowiedzieé¢
sie¢ w czym lezy problem. W tym celu rozmawialem z niektérymi prowadzacymi, dowiadujac sie
tego i owego, i postaram sie¢ przekaza¢ wam ta wiedze, byscie nie czuli si¢ oszukani, zrozumieli
réznice miedzy tymi sposobami a takze wiedzieli, ktérego sposobu uzyé¢ na kolokwium.

Ostrzegam, ze notka moze by¢ dosé dtuga, ale postaram sie pisa¢ zwiezle i zrozumiale. Podziele
ja tez na podrozdzialy, zebyécie mogli w razie czego przeczytac¢ tylko interesujaca was czesc.

Indukcja po glebokosci/wielkosci

Prawdopodobnie wypadaloby powiedzie¢ to jasno: sposob ktéry pokazywalem to nie jest induk-
cja strukturalna. Jest to indukcja po gltebokosci formuly. Choé¢ w rzeczywisto$ci nazwanie tego
gleboko$é jest niedoméwieniem. Trafniej bytoby to nazwaé wielko$cia formuty. Fajnie byloby
zrozumie¢ réznice:

Definicja: Wielko§¢ formutly

Niech s(p) (wielko$é¢ formuly ¢) bedzie zdefiniowane nastepujaco:
s(p) =0, gdzie p jest dowolna zmienna zdaniowa
s(-p) =1+ s(p)
s(pV ) =s(eAY) =s(p =) =s(p o) =1+s(p) +5(¢)

Definicja: Gleboko$é formuly

Niech d(¢) (glebokosé¢ formuly ¢) bedzie zdefiniowane nastepujaco:
d(p) = 1, gdzie p jest dowolna zmienng zdaniowa
d(=p) =1+ d()
dle V) =dle ANY) =d(e = ) = de < ) = 1+ maz{d(p),d(y)}

Wielkosé formuly to tak naprawde liczba spdjnikéw w formule, podczas gdy glebokosé formutly
to wysokosé drzewa danej formuly. Spéjrzmy na przyktad:
s((=(pVq)) = (ms A—r)) =6, bo formula ta ma 6 spéjnikéw.
d((=(pV q)) = (ms A —r)) = 4, bo wysoko$¢ drzewa tej formuly wynosi 4:
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Majac zdefiniowana glebokos¢ lub wielkosé formuty, mozna przystapi¢ do dowodu indukcyjnego.



Dowdd - indukcja po wielkosci formuty

Sprébujmy pokazaé, ze zbiér spéjnikéw {—, A} jest zupelny.

Dowdd. Skorzystamy z faktu, ze zbiér spéjnikéw {—, A, V} jest zupelny. Wystarczy wiec pokazad,

ze dla dowolnej formuly ¢ zbudowanej ze spéjnikéw —, V, A oraz zmiennych zdaniowych istnieje

formutla v taka, ze ¢ = 1 oraz, ze ¢ jest zbudowana ze spéjnikéw —, A oraz zmiennych zdaniowych.
Wykorzystamy w tym celu zasade indukeji, ktora méwi, ze jesli X C N oraz

vnEN(Vi<n 1eX=>ne X)

Wtedy X =N
Zdefiniujmy najpierw zbiér X.

X = {n € N| dla kazdej formuly wielkosci n zapisanej przy uzyciu zmiennych zdaniowych i sp6jnikéw =, V, A

istnieje formula jej réwnowazna, zbudowana ze zmiennych zdaniowych i spéjnikéw —, A}

Spoéjrzmy na nasza zasade indukcji. Zeby z niej skorzysta¢, musimy najpierw wzia¢ dowolne
n. Wezmy wiec dowolne n € N. Zaltézmy, ze V;<,, ¢ € X. ChcielibySmy pokazaé, ze n € X, to
znaczy, ze dla kazdej formuly zbudowanej ze zmiennych zdaniowych i spojnikéw —, V, A wielkosci
n, istnieje formuta jej réwnowazna, zbudowana ze spojnikéw —, A i zmiennych zdaniowych. Wezmy
wiec dowolna formule ¢ wielkoéci n zbudowana ze spdjnikéw —,V, A i zmiennych zdaniowych.
Rozpatrzmy przypadki:

e © = p. Wtedy istnieje formula i) = p taka, ze ¢ = 1 oraz ¥ jest zbudowana tylko ze spdjnikéw
A, = i zmiennych zdaniowych.

p = 1. Wtedy istnieje formuta ¢ = —p A p taka, ze ¢ = ¢ oraz 9 jest zbudowana tylko ze
spéjnikdéw A, = i zmiennych zdaniowych.

e o = T. Wtedy istnieje formula ¢p = =(—p A p) taka, ze ¢ = 1) oraz ¢ jest zbudowana tylko
ze spojnikéw A, — i zmiennych zdaniowych.

e o = —p1. Wiemy, ze n = s(—1) > s(p1). Skoro tak, to z zalozenia indukcyjnego, istnieje
formuta ¢, zbudowana tylko ze spdjnikéw A, = i zmiennych zdaniowych taka, ze 11 = 1. W
takim razie istnieje formuta ¢ = —); zbudowana tylko ze spdjnikéw A oraz — i zmiennych
zdaniowych, oraz taka, ze ¥ = .

© = @1 A pa. Wiemy, ze n=s(¢1 A p2) > s(p1) oraz, ze n = s(p1 A a) > s(p2). Skoro tak,
to z zalozenia indukcyjnego, istnieja formuly v; oraz s zbudowane tylko ze spdjnikéw A, =
i zmiennych zdaniowych takie, ze ¥y = @1 oraz ¥y = @o. W takim razie istnieje formula
1 = 11 A 19 zbudowana tylko ze spéjnikéw A oraz — i zmiennych zdaniowych, oraz taka, ze

P = .

e v = 1V Wiemy, ze n = s(¢1 V p2) > s(p1) oraz, ze n = s(p1 V @2) > s(p2). Skoro
tak, to z zalozenia indukcyjnego, istnieja formuty v, oraz ¥y zbudowane tylko ze spéjnikow
A, = 1 zmiennych zdaniowych takie, ze ¢; = 1 oraz ¥ = @o. W takim razie istnieje formutla
¥ = =(—h1 A—he) = 11 Vibe zbudowana tylko ze spdjnikéw A oraz — i zmiennych zdaniowych,
oraz taka, ze ¥ = .

7 tego wynika, ze n € X. W takim razie, na mocy zasady indukcji, kazda formule dowol-
nej wielkosci zbudowanej ze spdjnikow —, A, V oraz zmiennych zdaniowych mozna zapisaé
uzywajac tylko zmiennych zdaniowych i spdjnikéw A oraz —, co konczy dowdd.



Dowdd, ktéry przeprowadzitem wyzej, jest juz dosé formalny i powinien zostaé¢ uznany. Sa tu
jednak pewne problematyczne momenty. Po pierwsze, zwr6émy uwage na samag zasade indukcji
ktorej musimy tu uzyé. Ta "mocniejsza” zasada indukcji wymaga od nas ustalenia dowolnego n.
Zeby pokazaé, ze n € X, zakladamy, ze wszystkie poprzednie liczby sa juz w zbiorze N. Musimy
takze wzia¢ dowolng formute. Jest to dos¢ wazne, bo ponownie, nasz warunek méwi cos o kazdej
formule. Jedli o tym zapomnimy, to nasz dowéd nie bedzie Scisty (czyli zapewne nie dostaniemy
maksymalnej liczby punktéw).

W samym dowodzie rozpatrujemy jakie$ przypadki. Trzy pierwsze to ”podstawa indukcji”,
ale w naszej indukcji nie mamy zadnej podstawy: pokazujemy co$ dla dowolnego n. Przypadek,
kiedy n = 0 rzeczywiscie wymaga osobnego rozpatrzenia (bo nie korzystamy tam z zalozenia
indukcyjnego).

Kolejny problem jaki sie pojawia, to problem z sama definicja wielko$ci/glebokosci. Musimy
zdawaé sobie sprawe z tego, ze definicje te sa dobre, to znaczy, ze naprawde mozemy robié¢ indukcje
po wielkosci czy glebokosci. Innymi stowy, musimy zdawaé sobie sprawe z tego, ze s(p @) > s(p),
s(mp) > s(e), dle ® ) > d(v), d(—p) > d(p), gdzie & to dowolny spdjnik logiczny. Dlaczego?
Poniewaz, jesli tak by nie bylo, to nie mogliby$my korzystaé¢ z zalozenia indukcyjnego. Oczywiscie,
zaréwno w przypadku wielkosci jak i glebokosci ten warunek zachodzi, ale nalezy zdawaé sobie
sprawe z tego, ze musi on zachodzié.

Ostatecznie by uscisli¢ taki dowdd trzeba zrobi¢ dosé¢ duzo, i brzmi to dosé skomplikowanie.
Dowdd taki jest jak najbardziej poprawny, jednak musimy zdawacé sobie sprawe z tego, ze wystepuja
tam takie drobne problemy. Wlasnie po to dano nam kolejna ”maszynke” - indukcje strukturalng

?Zwykta” indukcja

Zanim zaczniemy rozmawia¢ o indukcji strukturalnej, wypadaltoby dobrze zrozumie¢ indukcje, kté-
rej uzywaliSmy do tej pory. Przypomnijmy sobie pierwsza zasade indukcji ktora poznaliSmy.

Definicja: Zasada indukcji

Niech X bedzie podzbiorem liczb naturalnych, takim, ze
e 0e X
o dla wszystkichn e N, jesline X ton+1e€ X

Wtedy X =N

Definicja ta méwi cos o liczbach naturalnych. Liczby naturalne mozemy zdefiniowa¢ indukcyjnie:

Definicja: Liczby naturalne
Zbiorem liczb naturalnych (N) nazywamy najmniejszy zbior taki, ze:
e 0eN

e jesineNton+1eN

Innymi stowy, 0 jest liczba naturalng, a kolejne liczby buduje sie dopisujac do poprzedniej 1:
0+1=1,141=2,24+1=3, ...

W takim razie, jedli zdefiniujemy sobie podzbidér zbioru liczb naturalnych, ktory zawiera 0, i
dla kazdej liczby n, jesli n nalezy do tego zbioru to n + 1 tez do niego nalezy, to wtedy z definicji,
X musi by¢ zbiorem liczb naturalnych.

Mozna powiedzieé, ze zasada indukcji ”buduje” nam ten zbiér. Pokazujemy, ze 0 € X oraz, ze
dodajac do jakiegokolwiek elementu z X jedynke, réwniez otrzymamy element z X. Indukcja mowi
nam, ze w takimrazie 0 € X, 0+1=1€ X,1+1=2€ X,24+1=3€ X, ...

Takie rozumienie zasady indukcji utatwi sprawe, jesli bedziemy chcieli zrozumie¢ indukcje struk-
turalna.



Indukcja strukturalna

Przypomnijmy sobie definicje indukeji strukturalnej ktora mamy zapisana w whitebooku.

Definicja: Indukcja strukturalna dla rachunku zdan
Niech X bedzie podzbiorem zbioru formut rachunku zdan, ze
e formuly T i 1 naleza do zbioru X
e kazda zmienna zdaniowa nalezy do zbioru X

o jesli ¢, @1, ¢z malezg do zbioru X, to takze (=), (91Vd2), (91A¢2), (01 = 2), (d1 & ¢2)
naleza do zbioru X

Wtedy X jest zbiorem wszystkich formut rachunku zdan.

Przypomnijmy tez, czym sa formuly rachunku zdari.

Definicja: Formuly rachunku zdan
e | i T sy formutami rachunku zdan
e zmienne zdaniowe sg formulami rachunku zdan

o jesli @, ¢1, Po sa formulami rachunku zdan, to takze (—¢), (¢1 V @2), (41 A ¢2), (¢1 =
@2), ($1 < ¢2) sa formulami rachunku zdan

o Wszystkie formuly rachunku zdan mozna zbudowaé przy pomocy regul opisanych w
poprzednich punktach

Wyglada to podobnie jak w naszej pierwszej zasadzie indukcji. Zbiér wszystkich formut rachun-
ku zdan buduje sie od podstaw: L, T i zmienne zdaniowe sa formutami rachunku zdan. Kolejne
formuly buduje sie albo dopisujac negacje, albo "laczac” dwie formuly przy pomocy spojnika
V,A\,= lub <.

Jesli wezmiemy sobie podzbiér formut rachunku zdan, do ktérego naleza L, T i zmienne zda-
niowe, oraz jesli wezmiemy dowolne formuty ze zbioru X i polaczymy je spdjnikiem, lub dopiszemy
do jakiej$ formuly negacje, i rowniez otrzymamy co$ ze zbioru X, to wtedy z definicji, zbiér X jest
zbiorem wszystkich formul rachunku zdan.

Definicja ta nie rézni sie od poprzedniej zasady indukcji tak bardzo, jak mogtoby sie zdawac na
pierwszy rzut oka. Réwniez mamy jaka$ podstawe, i réwniez mamy jakis "krok”. Co jednak daje
nam taka zasada indukcji? Spdjrzmy na przyklad dowodu.



Dowdéd - indukcja strukturalna

Sprébujmy pokazaé, ze zbiér spéjnikéw {—, A} jest zupelny.

Dowdd. Skorzystamy z faktu, ze zbiér spéjnikéw {—, A, V} jest zupelny. Wystarczy wiec pokazad,
ze dla dowolnej formuly ¢ zbudowanej ze spéjnikéw —, V, A oraz zmiennych zdaniowych istnieje
formutla v taka, ze ¢ = 1 oraz, ze ¢ jest zbudowana ze spéjnikéw —, A oraz zmiennych zdaniowych.

Wykorzystamy w tym celu zasade indukcji strukturalnej
Zdefiniujmy najpierw zbiér X.

X = {p] jesli formula ¢ zapisana jest przy uzyciu zmiennych zdaniowych i sp6jnikéw =, V, A

to istnieje formula jej réwnowazna, zbudowana ze zmiennych zdaniowych i sp6jnikéw —, A}

Podstawa indukcji:

e Wezmy dowolna zmienna zdaniows p. Wtedy istnieje formuta ¢ = p taka, ze ¢ = ¢ oraz

jest zbudowana tylko ze spojnikéw A, — i zmiennych zdaniowych, wiec p € X

e |. Wtedy istnieje formula ¢» = —p A p taka, ze ¢ = 1 oraz ¥ jest zbudowana tylko ze

spéjnikdéw A, = i zmiennych zdaniowych, wiec L € X

e T. Wtedy istnieje formula ¢ = —(—p A p) taka, ze ¢ = 1) oraz ¢ jest zbudowana tylko ze

sp6jnikéw A, = i zmiennych zdaniowych, wiec T € X.

Krok indukcyjny:
Zalézmy, ze formuly ¢, @1, @2 naleza do zbioru X. Rozpatrzmy przypadki:

® 1 = o Oraz @1 < w9 oczywidcie naleza do zbioru X, bo nie sa formutami zbudowanymi
jedynie ze zmiennych zdaniowych i spéjnikéw —, V, A (poprzednik implikacji w definicji zbioru

X jest falszywy).

e —p. Wiemy, z zalozenia indukcyjnego, ze ¢ € X. Skoro tak, to istnieje formuta ¢ = ¢
zbudowana jedynie ze zmiennych zdaniowych i spojnikow — oraz A. Wtedy istnieje formuta
) = —p = —p ktéra jest zbudowana tylko ze zmiennych zdaniowych i spdjnikéw — oraz A,

wiec ~p € X

e v A po. Wiemy, z zalozenia indukcyjnego, ze ;3 € X i o € X. W takim razie istniejg
formuty 1 oraz 1 zbudowane tylko ze spdjnikéw A, — i zmiennych zdaniowych takie, ze
1 = 1 oraz Py = pa. Wtedy istnieje formula ) = 11 Ay = o1 A g ktéra jest zbudowana

tylko ze sp6jnikow A oraz — i zmiennych zdaniowych, wiec ¢1 A g € X.

e 1 V po. Wiemy, z zalozenia indukcyjnego, ze 1 € X i o € X. W takim razie istnieja
formutly 1 oraz 1o zbudowane tylko ze spdjnikow A,— i zmiennych zdaniowych takie, ze
1 = 1 oraz Yo = pa. Wtedy istnieje formula ¢ = —(—h1 A b)) = 91 V 1hg = @1 V o ktéra

jest zbudowana tylko ze spdjnikéw A oraz — i zmiennych zdaniowych, wiec 1 V 2 € X.

W takim razie, na mocy zasady indukcji, zbiér X jest zbiorem wszystkich formut.



Dowéd ten nie rézni sie tak bardzo od dowodu ktory napisatem wczesniej. Tym razem nie
musimy jednak mysle¢ o gtebokosciach, nie musimy tez zastanawiac sie czy uzyte przez nas definicje
sg poprawne, czy tez bra¢ dowolnych formul. Dowdd ten jest troche krétszy, latwiejszy do zapisania
i zapewne czytelniejszy. Podobnie jak zawsze mamy podstawe indukcji, mamy krok indukcyjny, a
w kroku indukcyjnym pokazujemy formute ¢ ktéra jest rownowazna rozwazanej przez nas formule,
i ktéra spelnia warunek - zapisana jest tylko przy pomocy spéjnikéw —, A i zmiennych zdaniowych.

Jedyny moment, kiedy mozemy sie¢ nad czym$ zastanowi¢, to gdy bierzemy formuly ¢1 = @9
oraz @1 < 9. Nasza zasada indukcji mowi, ze musimy pokazaé, ze rowniez te formuly sa w
zbiorze X. Jednak nasz zbiér X moéwi, ze interesuja nas tylko formuty zbudowane ze zmiennych
zdaniowych i spéjnikow A, V, —. Dlatego w definicji zbioru pojawila sie implikacja: jesli formuta jest
zbudowana ze zmiennych zdaniowych i spdjnikéow A, V, —. Skoro formuly 1 = @9 oraz p; < s nie
spelniaja tego warunku, to implikacja bedzie zawsze prawdziwa, wiec te formuly oczywiscie naleza
do zbioru X. Innymi stowy, méwimy, ze do naszego zbioru X naleza wszystkie interesujace nas
formuly spelniajace pewien warunek, oraz wszystkie formuly nas nie interesujace - w ten sposéb
pokazujemy, ze X jest zbiorem wszystkich formul.

Dosé duze znaczenie ma wiec poczatek. Wiemy, ze jeli formula nie jest zapisana przy pomocy
spéjnikow A, V, - oraz zmiennych zdaniowych, to mozemy ja zapisa¢ wtasnie przy pomocy tych
sp6éjnikéw i zmiennych zdaniowych - bo zbiér {A,V, =} jest zupelny. Wezmy wiec dowolng formule
© = 1 = 2. Dla tej formutly istnieje formuta 1) = ¢, zapisana przy pomocy spdjnikéw koniunkeji,
negacji, alternatywy i zmiennych zdaniowych. W takim razie ta formula juz spelnia poprzednik
implikacji, a z naszego dowodu wynika, ze w takim razie istnieje formula v’ = ¢ zapisana tylko
przy pomocy negacji, koniunkcji i zmiennych zdaniowych. Ta formuta jest tez réwnowazna formule
p - czyli, dla tej formuly réwniez istnieje formuta jej rownowazna zapisana przy uzyciu spojnikéw
koniunkcji, negacji i zmiennych zdaniowych.

Zrozumienie tego, ze mozemy w ten sposob definiowaé nasze zbiory, by uniknaé¢ rozpatrywania
wszystkich przypadkow sprawia, ze z indukcji strukturalnej mozna korzystaé¢ réwnie sprawnie co
z indukcji po gltebokosci. Musimy mieé jednak pewnosé, ze rzeczywiscie pokazujemy to co chcemy,
i ze rzeczywiscie konczymy nasz dowdd. Mozna powiedzieé, ze sztucznie ”wymuszamy”, zeby w
naszym zbiorze formul byly wszystkie formuly, sprawdzajac tylko warunek dla formul ktére nas
interesuja.

Indukcja po glebokosci/wielkosci a indukcja strukturalna - ktéra?

Nie wazne jak dochodzimy do rozwiazania, jesli nasze rozumowanie jest dostatecznie Sciste i po-
prawne, nikt nie ma prawa nas ukaraé, ze uzyliSmy takiej a nie innej zasady indukcji. Obie wyma-
gaja pewnego zrozumienia tego, co tak naprawde robimy. Wszyscy prowadzacy z ktérymi rozma-
wialem stwierdzili, ze nie beda ucinaé¢ punktéw za to, ze ktos uzyt takiej a nie innej indukcji, jesli
tylko rozumowanie bedzie poprawne.

Indukcja strukturalna jest "naturalna”. W rzeczywistoéci indukcja na liczbach naturalnych
jest indukcja strukturalna. Zrozumienie tej indukcji pomoze wam na Metodach Programowania,
ktore czekaja was w przyszlym semestrze. Jednak czasem definiowanie gltebokosci czy wielkosci
upraszcza nam rozumowanie. Niektérych rzeczy nie da sie zrobi¢ indukcja strukturalna - warto
wiec zna¢ takze indukcje po glebokosci czy wielkosci. Chcialbym tez sie troche usprawiedliwié -
nie zdawalem sobie sprawy z tego, ze indukcja strukturalna jest ”prostsza”. Pokazatem wam taki
a nie inny sposob rozwiazywania zadan z dwoéch powoddéw: po pierwsze, to byl sposéb pokazany
na wykltadzie, a po drugie - ja sam zawsze go uzywalem. Uwazalem ten sposéb rozumowania za
prostszy, za lepszy do zrozumienia i tatwiejszy do przyswojenia. Przyznaje sie jednak do bledu,
bo powinienem pokaza¢ wam jak uzywac i jednej i drugiej. Nie powinienem takze sugerowac, ze
indukcja ktéra pokazywalem to indukcja strukturalna - a tak mogliScie to odebraé. Przyznaje sie
do btedu, i w ramach pokuty stworzytem ta notatke, ktéra, mam nadzieje, dos¢ doktadnie wyjasnia
i jedna i druga indukcje, i pozwoli wam umiejetnie uzywaé obu - zdajac sobie sprawe z tego, czego
tak naprawde uzywamy, i z czego tak naprawde korzystamy.

Powtorze jeszcze raz - na kolokwium nikt nie bedzie was ocenial za to, ktorego sposobu uzyjecie,
ale za to, czy poprawnie przeprowadziliScie rozumowanie. Czy wprowadzicie sobie gleboko$é¢ czy
nie, czy uzyjecie indukcji strukturalnej czy nie - wszystko zalezy od was. Jesli dowéd bedzie $cisty,
nikt sie¢ nie przyczepi. Warto jednak rozwazyé uzycie indukcji strukturalnej tam, gdzie jest to
mozliwe. Trudniej tam popelnié jakis btad, wynikajacy z niedopowiedzenia lub naszej nieuwagi.



