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Tresé

Udowodnij, ze dla kazdego (dostatecznie duzego) n istnieje PDFA A = (¥, Q, qo, F,, §), taki ze
|Q| = nize csync(Q) jest niepusty ale nie zawiera stowa krotszego niz p(n), gdzie p jest dowolnym,
ustalonym wezesniej, wielomianem. Zaktadamy, ze ¥ = {0, 1}.

Pomyst rozwiazania

Rozwiazanie dla XL rozszerza konstrukcje z poprzednich podpunktéw. Zaczniemy od kilku
skierowanych cykli, o dtugosciach bedacych kolejnymi liczbami pierwszymi oraz dodatkowego stanu
— jedynego gdzie moze nastapi¢ (ostrozna — tylko o takiej w zadaniu myslimy wiec bede to stowo
pomijal) synchronizacja. Poprawimy konstrukcje dla przypadku gdy kazdy kazdy stan ma zostac
zsynchronizowany. Ostatecznie ograniczymy sie alfabetu dwuelementowego. Pokazemy, ze dtugosc¢
najkrotszego stowa synchronizujacego jest wyktadniczo zalezna od liczby wierzchotkéw. Lektura
opisow konstrukeji dla L. i M nie jest raczej konieczna dla zrozumienia rozwigzania XL, jednak
— moim zdaniem — umozliwia przesledzenie procesu myslowego prowadzacego do konstrukeji dla
podpunktu XL.

Rozwiagzanie

Przeanalizujmy warunki zadania i sprobujemy je uprosci¢ — zapisane kwantyfikatorami wygla-
daja nastepujaco (moze komus — na przyktad mi — pomoze w lepszym zrozumieniu tresci):

Vp — wielomian 3N Vn > N A (|Q| =n A csync(Q) # 0 AVw € esync(Q) |w| = p(n))

Wiadomo, ze kazdy wielomian p(n) mozna ograniczy¢ z gory wielomianem p,,(n) = n™ dla
pewnego m, a ten rosnie asymptotycznie wolniej niz jakakolwiek funkcja wykladnicza (a”, dla
pewnego a > 1).

Widzac kwantyfikatory od razu przychodzi nam na my$l walka z diablem. Mozemy mysle¢ o
tym zadaniu, ze dla danego przez diabla wielomianu oraz odpowiednio (naszym zdaniem) duzego
n, potrafimy skonstruowa¢ PDFA A o n stanach, ze koledzy diabla, startujacy ze wszystkich
wierzchotkow (stanow), beda musieli zrobi¢ co najmniej p(n) krokoéw zeby sie spotka¢ — nie wazne
jak dobrze by im diabel podpowiadal co maja robic.

W opisach konstrukeji, zamiast alfabetu sktadajacego sie z cyfr bede uzywatl kolorow.



Konstrukcja dla M:

Rozwazamy (uogoélniona wersje M — na potrzeby dalszych konstrukeji) synchronizacje k stanow
—na rysunku (ukazujacym dwa wybrane cykle) sa oznaczone etykieta ,start”. Graf stanow i przejsé
miedzy nimi automatu 4 sktada sie z:

e cykli o niebieskich krawedziach oraz

e k czerwonych krawedzi — zaczynajacych sie w stanie (nazwijmy go wyjsciowym) poprzedza-
jacym ktorys wierzchotek ,start” (bedziemy go nazywaé startowym), a korczacych si¢ w
srodkowym stanie etykietowanym, nie bez powodu, usmiechnieta buzka.

e tegoz stanu ,;-)”, majacego przejscia obu koloréw do samego siebie.

Zauwazmy, ze jest to jedyny stan, do ktérego mozna stany startowe zsynchronizowaé¢ — nie ma
bowiem $ciezek miedzy cyklami. Zatem slowa synchronizujace musza mieé¢ postaé¢ n'z dla pewnych
L.

Niech Py oznacza k pierwszych liczb pierwszych — beda to dtugosci cykli. Stowo synchronizujace
musi przeprowadzié¢ stany startowe, tak aby jednoczesnie przeszty na stan z krawedzig prowadzaca
do ,:-)"- inaczej niemozliwe jest przejscie czerwona krawedzia i zsynchronizowanie stanow.

Musimy znalezé takie [, ze:

l=p;—1 (modp;)

Latwo zauwazy¢, ze najmniejsze [, bedace rozwiazaniem tego uktadu to [ = NWW (P;) — 1,
L . . . . . . . k . ) .
dtugosci cykli sg liczbami pierwszymi wiec { = [[;_, p; — 1. Stad najkrotsze stowo, ktére synchro-
nizuje stany poczatkowe to m'z, ktére ma diugosé Hle p;. Warto$¢ ta ma wzrost wyktadniczy
wzgledem n, czujemy wiec ze zmierzamy w dobrym kierunku.

Konstrukcja dla L:

Zamiast synchronizowa¢ k stanéw automatu, musimy zsynchronizowaé¢ wszystkie. Z kazdego
wierzchotka w kazdym cyklu prowadzimy krawedz zielona do startowego.



Stowa synchronizujace muszg przed wystapieniem z, zawiera¢ z - w przeciwnym razie nie
bytoby mozliwe wezytanie z ze wszystkich stanéw i synchronizacja. Zsynchronizowanie wszystkich
stanow w cyklu nazwiemy wstepnym zsynchronizowaniem.

Jezeli n¥ zn!z synchronizuje Q, to zn'z takze — niezaleznie od wartosci I/, wezytanie z spowo-
duje zsynchronizowanie stanéw kazdego cyklu do stanu startowego. Obecnos$¢ n przed z jest bez
znaczenia, stad zn'z jest krotszym stowem w csync(Q).

Po wstepnym zsynchronizowaniu otrzymujemy sytuacje analogiczng do tej z M, wiec najkrotsze
stowo w esync(Q) to znNVWED 2 o dhugosci [T, pi + 1.

Konstrukcja dla XL:

Nie mamy juz do dyspozycji trzy-, a jedynie dwuelementowy alfabet. Poradzimy sobie z tym
zmieniajac konstrukcje cykli.
Wiasciwe cykle nadal maja dtugosci bedace liczbami pierwszymi. ,Dodajemy” dwa nowe stany:

e srodkowy — do ktorego wchodza zielone krawedzie ze wszystkich standéw na cyklu procz stanu
wyjsciowego oraz startowego,

e stan bedacy rozbiciem niegdy$ czerwonej krawedzi (nazwiemy go przejSciowym) — ma kra-
wedzie:
— zielona ze stanu wyjsciowego,
— niebieska do ,,:-)”,

— zielona do stanu startowego.



Z cyklu mozna wyjsé juz nie tylko, gdy robia to jednoczesnie koledzy diabta ze wszystkich cykli.
Zobaczymy jednak, ze najkrotsze stowo synchronizujace nadal bedzie wystarczajaco dtugie. Probg
ucteczkl nazwiemy sytuacje, w ktorej po wezytaniu pewnej liczby znakéw, w ktoryms cyklu stany
przejda na stan wyjsciowy.

Zauwazmy, ze stan $rodkowy ma tylko jedna krawedz — zielona — czyli stowo synchronizujace
musi zaczynaé sie od z. Po wykonaniu pierwszego ruchu wszystkie, procz dwoch, stany na cyklu
przejda na srodkowy, ponownie musimy przejs¢ zielona krawedzia. Po wczytaniu zz wszystkie
stany na cyklu (oraz srodkowy, wyjsciowy 1 przejSciowy) przejda na startowy — mamy wstepna
synchronizacje stanow.

Jak zauwazylismy, koledzy diabta moga probowaé uciec ze swojego cyklu nie robiac tego jed-
noczesnie wraz z kolegami z innych cykli. Niezmiennie jednak, maja mozliwo$é zsynchronizowania
sie w stary sposob — po przejsciu NWW (PP;) razy niebieskimi krawedziami (od chwili wstepnej
synchronizacji) wszyscy znajda sie w stanach wyj$ciowych i jednoczesnie przejda przez stan przej-
$ciowy do stanu z usmiechniety buzka — csync(Q) # 0.

Diabetkom nie optaca sie po wstepnej synchronizacji przechodzié¢ zielonymi $ciezkami jesli nie
jest to proba ucieczki — wtedy diabetki sa w ktoryms ze stanéw na cyklu nie bedacym wyjsciowym.
Jesli grupa diabetkéw w ktoryms$ cyklu jest w stanie startowym, to ponownie w nim beda po przej-
Sciu zielona krawedzia. W przeciwnym razie znajda sie w stanie srodkowym — wtedy ponownie musi
nastapi¢ przejscie zielong krawedzia. W obu przypadkach wszystkie grupy diabetkéw jednocze$nie
wyladuja w stanie startowym — jak po wstepnej synchronizacji, zatem nie optaca sie im chodzié
po zielonych krawedziach jesli nie jest to proba ucieczki ktorejs grupki. Stad najkrotsze stowo po
przeczytaniu ktorego pierwsi uciekinierzy trafia do ,;-)” musi by¢ postaci zzn'zn dla pewnego .

By ktorakolwiek grupka kolegéw diabta opuscita cykl, musi znalezé¢ sie w stanie wyjsciowym,
po czym przejsé sekwencjg krawedzi zn — nie z kazdego stanu mozna taka sekwencje wykonac! Na
rysunku ponizej czarnym kolorem zostaly wyréznione stany, z ktorych taka sekwencja jest mozliwa.



Zauwazmy, ze do stanu wyjsciowego prowadzi jedynie krawedz niebieska, wiec zanim nasi ucie-
kinierzy znalezli sie w tym stanie, musieli przej$é¢ krawedzig niebieska. Ponizej kolorem czarnym
jest wyrdzniony podzbiér stanéw ktore byty zaznaczone na poprzednim grafie i ktore posiadaja
niebieska krawedz wchodzaca.

Otrzymujemy, ze w kazdym cyklu sa tylko dwa mozliwe stany, w ktorych musza by¢ diabetki aby
co najmniej jednej grupce — bedacej w stanie wyjsciowym — udato si¢ uciec. Liczac od momentu, gdy
w kazdym cyklu nastapita wstepna synchronizacja, ucieczka bedzie mozliwa gdy liczba wykonanych
krokow [ spekia:

Vi<k =0 (modp;)VI=p,—1 (mod p;)

Pierwszy warunek koniunkcji jest spetniony gdy w ¢-tym cyklu diabetki sa w stanie startowym,
drugi gdy sa w wyjéciowym. Przenoszac w drugim warunku 1 na lewg strone otrzymujemy:

Vi<k [=0(modp;)VIi+1=0 (mod p;)
zatem:

Vi<k p|l(l+1)



Dla kazdej liczby p;, gdzie i < k, p; dzieli [ lub [ + 1, a zatem p; jest czynnikiem [(I + 1), stad:

I(14+1) = NWW(P)
P+1—-NWW(P,) >0
—1— /1 +H4NWW (P ~1 1 +4ANWW (P
< ¢+2 By ;5 LV = (Py)
s L V1+ANWW (Py)
- 2

1> VNWW(P,) — 1

Nie wymusiliémy na diabetkach jednoczesnego opuszczenia cykli, jednak wiemy ze zanim kto-
ra$ grupa to zrobi, nastapi przeczytanie stowa o dlugosci co najmniej / NWW (Py). Wezesniej
sprawdzilismy, ze csync(Q) # 0.

Na tym konczy sie opis konstrukeji automatu. Intuicyjnie widzimy, ze spelnia ona warunki
zadania. Jednak wykonajmy obliczenia by mieé¢ pewnos$é¢ poprawnodci tej konstruke;ji.

(I naturalna)

Obliczenia

Uwaga: Mozna zauwazy¢, ze liczba stanow w opisanej konstrukeji nie musi sumowacé sie (doktad-
nie) do |@Q| = n. Brakujace stany dodamy ,przy” stanie ,:-)” — kazdy z zielona krawedzia (wiemy ze
wszystkie stowa synchronizujace zaczynaja sie z) do stanu z usmiechnieta buzka. W taki sposob
spelniamy wymog liczby stanéw nie wpltywajac na poprawnosé¢ wcezesniejszego rozumowania.

Liczba cykli wynosi k, a ich dlugosci to k pierwszych liczb pierwszych. Do kazdego cyklu
mamy dwa dodatkowe stany — $rodkowy i przejsciowy — no i mamy jeszcze stan ,:-)”. Wiemy,
ze stowa synchronizujace wszystkie stany () maja dtugosci wynoszace co najmniej / NWW (Py).
Skorzystamy ze wskazéwki do zadania, ze suma k pierwszych liczb pierwszych jest zawsze mniejsza
niz k% log k, za$ iloczyn zawsze wiekszy niz 2k9k,

Pokazemy, ze istnieje k speliajace uklad rownan (pamietamy, ze zastapilismy dowolny wielo-
mian wiekszym postaci n”™ dla pewnego m):

i=1

k
(Zm) +2k+1< K logh+2k+1<n

VNWW (Py) > V/2klogk > o(klogh)/2 > jym
Laczac obie nieréwnosci, wystarczy pokazac iz dla ustalonego m istnieje k, dla ktérego zachodzi:

2(klogk)/2 > nm 2 (kZ lngf _|_ Qk + ].)m
2(klogk)/2 2 (k2l0gk+2k+ 1)m

Jak tatwo zauwazy¢, nier6wnosé ta jest prawdziwa dla odpowiednio duzych k. Zatem, z dowol-
nosci wyboru kiedy n uznajemy za dostatecznie duze, zawsze znajdziemy takie N, ze dla wszystkich
n > N powyzsza nieré6wnosé jest prawdziwa, stad nasza konstrukcja spetnia wszystkie wymagania
zadania.
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