Michat Gdrniak

Zadanie 40L. Udowodnij, ze dla kazdego (dostatecznie duzego) n istnieje PDFA A = (3, Q, qo, F’, 9),
taki ze |Q| = n i ze csync(Q) jest niepusty ale nie zawiera stowa krotszego niz p(n), gdzie p jest do-
wolnym, ustalonym wczesniej, wielomianem. Zakladamy, ze ¥ = {0, 1,2}.

Wskazowka. Dla kazdego naturalnego k > 1 istnieje liczba pierwsza p, taka ze k < p < 2kE|

Rozwigzanie. Wezmy dowolny wielomian p. Niech d = deg(p) + 1. Zauwazmy, ze dla dowolnej
nd

statej ¢ > 0, istnieje dostatecznie duze n. € N, takie ze (Vn > n.) & — 1 > p(n).

Cc

Niech ¢ = 2%4+1) oraz n bedzie dowolna liczba naturalna wieksza od max(n., 2972). Ze wskazowki
wnioskujemy, ze istnieja liczby pierwsze p1,pa, ..., pq spelniajace
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Niech k = p1pz ... pq — 1. Zauwazmy, ze poniewaz p; > | 5757 |, t0 pi > 5i57. Mozemy stad wywniosko-

wac, ze
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Wystarczy zatem, ze pokazemy dla naszego wybranego n taki automat PDFA A, ze |Q| < n oraz
esync(Q) jest niepusty, ale nie zawiera stowa krotszego niz k.

Hlustracja szukanego automatu. Czerwone krawedzie odpowiadajq literze 0, niebieskie 1, a zielone 2.

Automat A wyglada tak, jak na powyzszym rysunkuﬂ Sktada sie z d cykli, i-ty z nich ma dlugosé
pi, czyli |Q| = Z?:l p; < n. Zgodnie z intuicjg przekazana na rysunku, ponizej opisana jest formalna
definicja funkcji przejscia:

5(¢5,0) = qf dlal1<i<d, 0<j<pi,
5((];‘> 1) = q%j—&-l) mod p; dlal1<i<d, 0<j<ps,
3(gh—1,2) = qp, 1 dlal<i<d

"https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand%27s_postulate
ZProbowaltem uniknaé podwoéjnego indeksowania, ale nie wyszto.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand%27s_postulate

Pozostato jeszcze uzasadnié, ze (1) csync(Q) jest niepusty oraz ze (2) najkrotsze stowo do niego
nalezace ma dtugosé przynajmniej k. Zacznijmy od (1). Wezmy w tym celu stowo w = 01¥2. Wezmy
dowolny stan automatu A. Zobaczmy gdzie znajdziemy sie po przeczytaniu stowa w. Po przeczytaniu
0 znajdziemy si¢ w wierzcholku ¢, gdzie i jest numerem cyklu wierzchotka od ktérego zaczelismy.
Nastepnie po kolejnych k jedynkach znajdziemy sie w wierzchotku q;i_l, bo

k=pip2...pa—1=(p1p2...Di—1Pi+1---pa)pi — 1 = p; — 1 (mod p;).

Stad oczywiscie wynika, ze po przeczytaniu dwojki trafimy do q11;1—1> co pokazuje, ze niezaleznie od
wyboru stanu poczatkowego, po przeczytaniu stowa w jesteSmy w tym samym stanie, czyli csync(Q)
jest niepusty.

Pokazmy zatem (2). Niech w’ bedzie najkrotszym stowem nalezacym do csync(Q). Zuczkowy dowéd:
w kazdym stanie automatu niech stanie zuczek. Po otrzymaniu kolejnej literki z w’ kazdy z zuczkow sie
przesuwa zgodnie z poleceniem, a jesli ktérys nie moze tego zrobié, to wszystkie zuczki ptacza do korica
Swiata. Po przeczytaniu catego stowa zuczki sie ciesza tylko wtedy, gdy wszystkie sa razem w tym
samym stanie. Najpierw przeanalizujmy litere 2. Zauwazmy, ze po przeczytaniu litery 2, niezaleznie od
stanu, albo nie mozemy juz nigdzie p6js$é¢, albo trafiamy do q},l_l. 7 drugiej strony q;1;1—1 jest jedynym
wierzchotkiem osiggalnym ze wszystkich innych, zatem musimy uzy¢ co najmniej jednej dwojki. To
oznacza, ze najkrotsze stowo w csync(@Q)) ma doktadnie jedna dwojke i znajduje sie ona na koricu
stowa, co z kolei implikuje, ze przed jej uzyciem kazdy z zuczkéw znajduje sie caly czas na swoim
cyklu. Rozpatrzmy teraz litere 0. Zauwazmy, ze w stowie w’ musimy mieé¢ chociaz jedno 0, bo inaczej
w kazdym kroku za wyjatkiem ostatniego, na kazdym cyklu kazdy zuczek bylby caly czas samotny w
swoim obecnym stanie, kazdy z nich zawsze przesuwalby sie¢ do kolejnego wierzchotka swojego cyklu.
Musimy zatem uzywaé 0, ale kazde jego uzycie sprawia, ze dzieje sie dokladnie to samo: wszystkie
zuczki z danego cyklu trafiaja do stanu ¢, gdzie i jest numerem ich cyklu. To oznacza, ze skoro w’ jest
najkrotsze, to uzyjemy zera na samym poczatku i doktadnie raz. Zatem w’ = 0172, gdzie x jest pewna
liczba naturalng. Ta liczba musi mie¢ taka wlasnosé, ze jesli na kazdym cyklu wykonamy doktadnie x
krokow zaczynajac w gj, to skoficzymy w qli,i_l. Zatem musi spelia¢ uklad réwnan:

x=p; —1 (mod p1),
r =p2 — 1 (mod pa),

x =pg— 1 (mod py).
Ale jako, ze # € N oraz {p; | 1 < i < d} jest zbiorem parami roznych liczb pierwszych, to (np.

z Chinskiego Twierdzenia o Resztach) wiemy ze najmniejsza liczba naturalna spetniajaca ten uklad
kongruencji jest k = p1pa...pg — 1, co implikuje, ze w’ ma dtugos$¢ przynajmniej k, co koriczy dowod.



