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Definicja Dla jezyka L nad alfabetem 3* definiujemy jezyk L/2 jako:

L2={weX : el |w =|vAwveL}

Zadanie 56. Pokaz ze istnieje taki CFL L, dla ktérego L/2 nie jest CFL.

Rozwiazanie
Wezmy jezyk: o ‘
L= {a'tdaad® : i,j € N}

Pokazemy, ze ten jezyk jest bezkontekstowy oraz ze L/2 nie jest bezkontekstowy.

Lemat 1. L jest bezkontekstowy

Dowdd. L jest generowany przez gramatyke bezkontekstowa G o terminalach a,b, ¢, d, nieterminalach
S, T, symbolu startowym S i przejsciach:

S — aSddd|Taa

T — bTcle

Trzeba teraz pokaza¢ L = L¢.

1. LC Lg

Wezmy dowolne stowo € L. Stowo to jest postaci z = a’b'c/aad® dla pewnych 7,5 € N. Mozna je
uzyska¢ w gramatyce G wykonujac najpierw ¢ razy przejécie S — aSddd, nastepnie raz S — Taa, j razy
T — bT'c i na koniec z T uzyska¢ stowo puste. Oznacza to, ze x € L.

2. La CL

WezZmy teraz dowolne stowo x € Lg. Na poczatku zauwazmy, ze w kazdym przejsciu w G z prawej strony
jest tylko jeden nieterminal, wiec na kazdym etapie tworzenia slowa przez te gramatyke moze mie¢ co
najwyzej jeden nieterminal. Dodatkowo zauwazmy, ze jest tylko jeden sposéb pozbycia sie nieterminala
(T — ¢), ze z S do T da sie przejs¢ na dokladnie jeden sposob, oraz ze dla kazdego z nieterminali da
sie przejs$é z niego do slowa z nim na jeden sposoéb. Wynika stad, ze kazde stowo w tej gramatyce mozna
wyprowadzi¢ na doktadnie jeden sposéb.

Niech wiec S, x1, x2, - p—1, Ty = = beda kolejnymi stowami przez ktore przechodzimy konstruujac stowo
x. Jako, ze przejscie z x,—1 do x musi zaj$¢ uzywajac T — €, w slowie z,_1 musi by¢ nieterminal T,
czyli musi istnie¢ takie i« < n — 1, ze miedzy =; a x;41 jest przejscie S — Taa. Wowczas dla j < ¢
wszystkie przejécia byly postaci S — aSddd, czyli z; = a'Sd* oraz x;1 = a'Taad®. Niech teraz
k=mn—-1-(i+1). Pomiedzy z;11 a x,—1 wszystkie przejscia musza by¢ postaci T — bTec, czyli
Tn_1 = a'b*TcFaad® i ostatecznie x = x,, = a*b*c*aad® € L. O

Lemat 2. L/2 nie jest bezkontekstowy

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze L/2 jest bezkontekstowy. Wowcezas istnieje dla niego stala n € N z
lematu o pompowaniu dla jezykow bezkontekstowych. Wezmy stowo w = a™b"c¢"a. Nalezy ono do L/2
poniewaz dla stowa v = ad®" stowo wv = a™b"c"aad®*™ € L oraz |w| = |v|. Ponadto |w| > n, wiec istnieje
podzial w = uvayz zgodny z zasadami z lematu o pompowaniu.

Zauwazmy na poczatek, ze jesli v lub y obejmuje a bedace ostatnim elementem w, to stowo uv32y3z ma
po literkach ¢ trzy literki a, co sprawia, ze niezaleznie od dotaczonego do niego sufiksu s stowo uv3zy3zs
nie bedzie w L, czyli uv3zy32 nie bedzie w L/2. Stad v ani y na pewno nie obejmuja tego konicowego a.
Dalej zauwazmy, ze ze wzgledu na dlugosé¢ segmentoéw literek a, b i ¢ oraz warunek |vzy| < n z lematu o
pompowaniu, stowa v i y musza sie w calosci zawiera¢ w jednym (uzy € a™ lub uzy € b™ lub uzy € ¢) lub
dwoch sasiadujacych segmentach (uxy € a™b™ lub uzy € b"c™) tych samych literek. Daje to 5 mozliwosci:

e v, y naleza tylko do 0" lub tylko do ¢™ lub do a™b"

Wezmy dowolne k > 2. Wowczas w stowie uvFzy”*z bedzie rézna liczba liter b od liczby liter c,
bo zwigkszamy liczbe tylko jednej z tych liter. Zalozmy teraz, ze jest takie s € {a,b,c,d}*, ze
wokxyfzs € L. Zauwazmy, ze przez a na koricu stowa uv*zy*z nie mozemy w s dodaé literek b ani
¢, bo wtedy nasze stowo na pewno nie bedzie w L - po parze literek a moga by¢ juz tylko literki d.
Stad ciagi liter b i ¢ beda mialty rézna dlugosé, czyli uv*zy”zs nie nalezy do L, czyli uwv*zy*z nie
nalezy do L/2.



e v, y naleza do b"c"

Wezmy dowolne k& > 2. Wowcezas dla pewnych g,h > 0 stowo uv*zy*z mozna przedstawié¢ jako
anb"t9cntha. Zalozmy teraz, ze jest takie s € {a,b,c,d}*, ze wwkzyFzs € L. Wowezas |s| =
lanbnt9cmtha| = 3n+g+h+1. Jako ze w stowie uv*zy* 2 sa juz segmenty literek a, b, ¢ i pojedyncze
a, to aby cale stowo byto postaci stéow z L, sufiks s musi byé postaci adP dla pewnego p. Z dlugosci
stowa s wiemy, ze p = 3n + g + h. Jednak z definicji jezyka L mamy, ze dlugos¢ segmentu literek d
powinna by¢ trzykrotnie wieksza niz dtugosé segmentu literek a, a w tym wypadku 3n # 3n+ g+ h.
Stad nie istnieje takie s i uv*xy*z nie nalezy do L/2.

e v, y naleza tylko do a”

Wezmy dowolne k > 2. Woéwczas dla pewnego g > 0 stowo uv*zy¥z mozna przedstawié jako
a"t9bncta. Zaloézmy teraz, ze jest takie s € {a,b,c,d}*, ze wFryFzs € L. Wowczas |s| =
lant9bnctal = 3n+g+1. Jako ze w stowie uv*zy* 2 sg juz segmenty literek a, b, c i pojedyncze a, to
aby cale stowo bylo postaci stéw z L, sufiks s musi by¢ postaci ad? dla pewnego p. Z dlugosci stowa
s wiemy, ze p = 3n + g. Jednak z definicji jezyka L mamy, ze dtugo$¢ segmentu literek d powinna
by¢ trzykrotnie wieksza niz dtugosé segmentu literek a, a w tym wypadku 3(n + g) # 3n + g. Stad
nie istnieje takie s i uv*xy*z nie nalezy do L/2.

W kazdym z powyzszych przypadkéw da sie tak napompowaé stowo w, ze po napompowaniu nie bedzie
w L/2. Daje to sprzeczno$¢ z lematem o pompowaniu. Czyli L/2 nie jest bezkontekstowy. O



