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Zadanie 15. Dodanie do definicji wyrazen regularnych pozwolenia na uzycie
symbolu N, oznaczajacego przekrdj jezykéw nie umozliwia reprezentowania no-
wych zbioréw, wyrazenia jednak staja sie krotsze. Udowodnij, ze uzycie N moze
wykladniczo skréci¢ wyrazenie.

Rozwigzanie Rozwazmy ciag stéw zadany wzorem w; = (apa;)? oraz w, =
(Wn—1an)? = ((...(apa1)?a2)?)...)%a,)?. Najpierw pokazemy, ze |w,| ma wy-
ktadnicza dlugoéé wzgledem n, a nastepnie znajdziemy wyrazenie regularne ko-
rzystajace z operacji przekroju, pozwalajace wyrazi¢ w, w znacznie krétszej
postaci.

Lemat 1 Pokazemy, ze |w,| = ©(2").
wi] = |(aoar)?| = |agaragar| = 4 (1)

fws| = [(w1a2)?] = |((@pa1)?as)?] = 2(jws| +1) = 10 )

Zatem

lwn| = |(wn71an)2| =2(Jwp-1] +1) = 22(Jwn—2| + 1) + 1) = ...
=2(...(2(2(Jagar|) + 1)...)) = 2" + O(2™) = ©(2")  (3)
n dwéjek

Stad wniosek, ze |w,| = ©(2").

Konstrukcja kréotszego wyrazenia regularnego Rozwazmy ciag wyrazen
regularnych (¢,,) zadany nastepujaco:

¢1 = (agar)? (4)

bn = (Pn-10,)" N ((ap + ... + an—l)*an)Q (5)

Zauwazmy, ze dla zadanego n prawa strona iloczynu dopuszcza dokladnie 2
wystapienia a, oraz 2 dowolnej dtugosci stowa ztozone z ag, a1, ..., a,_1, tym-
czasem po prawej stronie kazde wystapienie a,, poprzedzone jest wyrazeniem

¢n—_1. Dzieki takiej konstrukeji ¢, wystapi dokladnie 2 razy, przez co uzy-
skamy efekt podniesienia do kwadratu, doktadnie tak jak w wyrazeniu w,,.



Poprawnos$é konstrukcji Pokazemy indukcyjnie, ze Ly, = {wy}.
e Niech n = 1. Wéwczas ¢ = wi, zatem w szczegblnosci Ly, = {w1}.

e Ustalmy n € N, takie ze n > 1. Zalézmy, ze Ly, = {w,}. Pokazemy, ze
Ly, ., = {wni1}. Z definicji ciagu (¢,,) wiemy, ze w wyrazeniu ¢, litera
an4+1 moze si¢ pojawi¢ dokladnie 2 razy, za kazdym razem po wyrazeniu
¢n. Zatem

ind.

L¢7n+1 = L(¢nan+1)2 = L(wnan+1)2 = Lwn+1 = {wn+1}7 (6)

czyli konstrukcja jest poprawna.

Dlugoéé skonstruowanego wyrazenia Pokazemy, ze |¢,| = O(n?). Mamy
|61] = [(aoa1)?| = 4 (7)
(pa| = |(B1a2)* N ((ag + a1)*az)?| =5+ 6 =11 (8)

Zatem
|6l = (dn-10n)" N (a0 + .. + an-1)"an)?| = [$n-1] + 1+ O(n) = O(n*) (9)

Ostatnia réwno$¢ wynika z faktu, ze dla kazdego n prawa strona wyrazenia
¢ ma rozmiar liniowy wzgledem n, zatem cale wyrazenie rosnie kwadratowo
wzgledem n. Zatem w, da sie réwnowaznie przedstawi¢ jako ¢, , zatem uzycie
N moze wykladniczo skréocié wyrazenie regularne, czego nalezatlo dowies¢. B



