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1 Zadanie nr 76

1.1 Tresé

Pokaz ze istnieje takie ¢ > 0, ze dla kazdego m € Nistniejan > m i L C X* takie, ze minimalny
DFA rozstrzygajacy L ma n stanéw, zas kazdy DFA rozstrzygajacy L,/ ma przynajmniej cn?
stanow.

1.2 Rozwigzanie

Dla ustalonego m, wezmy n > m — parzyste. Niech ¥ = {0,1} 1 L = {w € ¥* : #1(w) = n}
(#1(w) := liczba jedynek w stowie w, analogicznie bede oznaczal liczbe zer przez #0(w)).

L jest regularny. DFA rozpoznajacy L moze mieé n 4 2 standéw, reprezentujacych liczbe jedy-
nek stowa od 0 do n i jeden dodatkowy, méwiacy, ze liczba jedynek jest wigksza od n. Funkcja
przejécia 9, oraz zbior standéw akceptujacych okreslona jest w sposéb naturalny.

Ustalone jezyki L oraz Lyy to jezyki zalezne od wyboru n, wige trafniejsza notacja bytaby
L(n) oraz Ly /9(n), lecz nie bede jej stosowal dla przejrzystosci rozwiazania. Skoro te jezyki, a
takze pdzniej zdefiniowany zbiér B sa funkcjami zmiennej n to mozna méwié o ich asympto-
tycznym zachowaniu wprowadzajac notacje €2.

Lemat:

Kazdy DFA rozpoznajacy L/, ma Q(n?) stanéw.

Dowdd:

Wezmy dowolny DFA B rozpoznajacy Ly/s i zbiér B = {v;; := 107 : 2i +j < n}. |B| = Q(n?)
*).

Zauwazmy, ze Ly = {w € X% : #0(w) + 2*#1(w) > n A #1(w) < n}. Jest tak dlatego, ze
dowolne slowo v € ¥*, ktorego prefixem jest w i |v| = 2|w| ma maksymalnie #0(w) +2*#1(w)
jedynek, a minimalnie #1(w) (i moze mie¢ dowolna posrednia liczbe jedynek).

Analogicznie do dowodu poprzedniego lematu pokazg, ze dla (i, j) # (7, j)

0(qo,vij) # 0(qo,vij), co wystarczy.

Zauwazmy, ze dla i < i’ § (qo,vij) # o (qo,virjr). W przeciwnym wypadku mieliby$my :

S(q()v 1”0,]) = S(C]Oa 171—1,0“) = g(qoa ]-n_ilvi/j/) = 5(qO7 11’L—i+i/0j/)
1" e Ly, a it ¢ Lijs (bon —i+i >n) co daje sprzecznosc.
Musz¢ wicce tylko pokazaé, ze dla j < 5’ S(qo,vij) #* 5(qo,vij/). Znoéw, gdyby S(qo,vij) =



) (qo, vi;7) moglibySmy doklei¢ stowo 0"=9' 2 Wtedy:
8(qo, 1°070™ 79" =2) = §(qo, ;0" %) = §(go, vi; 0" =) = §(go, 1707 07720

Stowo 1°070"—7'=2% = 1i0"+i=7'=% ¢ L, », poniewaz 2i +n+j —j —2i = n+j—j # n,
natomiast stowo 1904'0n—9'~2i = 1ignti'—i'~2i ¢ Lyjg, bo 2i+n+j —j' —2i=n>n (oraz
i < n), co znéw prowadzi do sprzecznosci. Stad dowolnie wybrane B rozpoznajace L, /2 Ma
przynajmniej |B| = Q(n?) stanéw, co nalezalo pokazaé.

M) IBl=(n—-1)4+n-3)+(n=5+..+3+1

2[Bl+5=n+n—1)+..4+2+ 1, wicc

(n—1) (
n(n—1 n
|B| = 5

_ n?’=3n 1,2 : : .
T — 5 = " > gn” dla odpowiednio duzego n.
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