
Michaª Wierzbicki 3 kwietnia 2020
Zadanie 35.

1 Tre±¢ zadania

Zadanie 35. J¦zyk L ⊆ Σ∗ nazywany jest regularnym ideaªem je±li jest regu-
larny i dla ka»dego sªowa w ∈ L i ka»dych sªów v, v′ ∈ Σ∗ zachodzi vwv′ ∈ Σ∗.

a. Czy dla ka»dego automatu A i zbioru S zawartego w zbiorze stanów
automatu A j¦zyk sync(S) jest regularny?

b. Czy dla ka»dego automatu A i zbioru S zawartego w zbiorze stanów
automatu A j¦zyk sync(S) jest regularnym ideaªem?

c. Czy dla ka»dego automatu A j¦zyk sync(Q) jest regularnym ideaªem? (Q
jest ponownie zbiorem stanów automatu A).

2 Rozwi¡zanie

a. Maj¡c dany automat A i zbiory S i sync(S) skonstruujemy automat A′ roz-
poznaj¡cy sync(S). Niech S = 〈s0, s1, . . . , sn−1〉, wtedy A′ = 〈Σ, Q′, q′0, F ′, δ′〉
gdzie:

• Σ to alfabet zadany dla automatu A

• Q′ = Q|S| � stanami s¡ krotki o n stanach

• q′0 = 〈s0, s1, . . . sn−1〉 � jest to krotka skªadaj¡ca si¦ ze stanów ze zbioru S

• F ′ = {〈q, q, . . . q〉 : q ∈ Q} � zbiór stanów akceptuj¡cych jest zbiorem
krotek (dªugo±ci n) skªadaj¡cych si¦ z tego samego stanu q

• δ′(〈q1, q2, . . . , qn〉, a) = 〈δ(q1, a), δ(q2, a), . . . , δ(qn, a)〉 � funkcja przej±cia
dla A′ jest zde�niowana nast¦puj¡co: przyjmuje krotk¦ dªugo±ci n oraz
liter¦ a ∈ Σ. Krotk¦ wynikow¡ otrzymujemy poprzez zastosowanie funkcji
przej±cia automatu A na ka»dej ze wspóªrz¦dnych krotki wykorzystuj¡c
liter¦ a

Tak zde�niowany automat akceptuje sªowa, które synchronizuj¡ automat.
Niech w b¦dzie dowolnym sªowem z sync(S), wtedy

δ̂′(q′0, w) = δ̂′(〈s0, s1, . . . , sn−1〉, w) = 〈δ̂(s0, w), δ̂(s1, w), . . . , δ̂(sn−1, w)〉. Za-

uwa»my, »e 〈δ̂(s0, w), δ̂(s1, w), . . . , δ̂(sn−1, w)〉 ∈ F ′ ⇔ δ̂(s0, w) = δ(s1, w) =
. . . = δ(sn−1, w), czyli wtedy gdy ka»da wspóªrz¦dna krotki to ten sam stan i
automat zostaª zsynchronizowany.

b. Rozwa»my poni»szy automat. Niech S = {q0, q2}. W sync(S) znajduje si¦

sªowo b, dla którego δ̂(q0, b) = δ̂(q2, b). We¹my wv, v′ pojawiaj¡ce si¦ w de�nicji
regularnego ideaªu, niechv = a, v′ = ε, w = b, wtedy vwv′ = ab. Zauwa»my,
»e takie sªowo nie synchronizuje automatu , wi¦c sync(S) nie jest regularnym
ideaªem.
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c. Z a. wiemy, »e sync(Q) jest regularny. We¹my dowolne w ∈ sync(Q) oraz
dowolne v, v′ ∈ Σ∗. Poka»emy, »e vwv′ ∈ sync(Q). Rozwa»my dowolne q, q′ ∈
Q. Zauwa»my, »e je±li δ̂(q, vw) = δ̂(q′, vw), to δ̂(q, vwv′) = δ̂(q′, vwv′). Tak si¦
dzieje, poniewa» w jest sªowem z sync(Q), czyli po jego przeczytaniu dla stanów
q, q′ automat b¦dzie w tym samym stanie. Oznacza to, »e od tego momentu
b¦dzie si¦ zachowywaª tak samo czytaj¡c dowolne v′, niezale»nie czy zacz¦li±my z
q czy q′. Dokªadniej mówi¡c δ̂(q, vw) = δ̂(δ̂(q, v), w) = δ̂(δ̂(q′, v), w) = δ̂(q′, vw).

Zatem δ̂(q, vwv′) = δ̂(δ̂(q, vw), v′) = δ̂(δ̂(q′, vw), v′) = δ̂(q′, vwv′), wi¦c vwv′ ∈
sync(Q).
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