Michat Gorniak
Zadanie 29. Jezyk L C {0,1}* jest regularny. Czy wynika z tego, ze jezyk
VL ={we{0,1} : 3z € {0,1}* ye Lwz =y A |y| = |w|?}

jest regularny?

Rozwiazanie. Tak, jezyk VL jest regularny. Przedstawic tego dowod. W dowodzie tym po-
kaze DFA, ktory rozpoznaje jezyk v/L. Jako ze jezyk L jest regularny, mozemy wziag¢ DFA A =
(@Q,%,6,q0, F), ktory go rozpoznaje. Niech n = |Q| oraz Q = {qo,q1, .-, qn-1}-

Automat, ktory pokaze, bedzie tak naprawde krotka n+ 1 automatéw. Zastosuje sztuczke podobna
do tej, ktora byla stosowana w zadaniu 22, czyli wezytanie stowa bedzie tak naprawde wczytaniem
stowa do wszystkich n 4+ 1 automatow, kazdy z nich da nam pewna informacje, a na ich podstawie
bedziemy w stanie decydowaé, czy stan jest akceptujacy czy nie.

Pierwszym z tych n 4+ 1 automatéw bedzie po prostu A. Dzieki niemu, bedziemy wiedzieli w jakim
stanie znajdujemy sie po weczytaniu wybranego stowa.

Oznaczmy pozostate automaty przez By, By, . .., Byh—1. Kazdy automat jest powiazany z odpowied-
nim stanem automatu A, tzn. automat B; ze stanem ¢;. Dokladniej, chcialbym aby automat B; po
wezytaniu dowolnego stowa dhugosci [, byl w takim stanie, ktory jest podzbiorem stanéw automatu A
takim, ze stany w nim bedace sa wszystkimi i tylko takimi stanami, do ktérych mozna dojsé, wezytujac
pewne stowo dtugosci 12 — [, zaczynajac w automacie A w stanie ¢;. Zauwazmy, ze to w szczegolnosci
oznacza, ze zachowanie automatow B; zalezy wylacznie od dtugosci wezytywanego stowa.

Zalézmy na chwile, ze umiemy skonstruowaé takie automaty. Pokaze dlaczego gdyby sie to udato,
to zadanie byltoby rozwiazane. Ustalmy zatem stowo w € {0, 1}* oraz niech k = |w|. Wezytujemy nasze
stowo do kazdego z tych automatéw. Dzieki pierwszemu automatowi wiemy, ze po wezytaniu tego stowa
jestedmy w pewnym stanie ¢; w automacie A. Mozemy zatem teraz spojrze¢ na automat B; oraz na
podzbior stanéw automatu A, ktory otrzymalismy. Jesli w tym podzbiorze byt jakis stan f € F, to
znaczy, ze w automacie A po wezytaniu stowa w znalezlidémy sie ¢;, a p6zniej istniato stowo, ktére byto
dhugosci k? — k oraz gdy je przeczytaliémy startujac w stanie g¢;, to doszlismy do stanu f, ktory jest
akceptujacy. Zatem w € /L. Oczywiscie jesli w podzbiorze otrzymanym od automatu B; nie ma stanu
akceptujacego, to znaczy ze niewazne jakie stowo bedziemy wezytywaé, nie uda nam sie dojsé w k% — k
krokach do stanu akceptujacego, czyli w ¢ /L.

Pozostato jedynie opowiedzie¢, jak skonstruowaé¢ automaty B;. W tym celu wprowadze podobne,
ale prostsze automaty C;, ktére pomoga mi stworzy¢ automaty B;. Niech zatem C; (podobnie jak B;)
bedzie powigzany ze stanem ¢; automatu A, ale po wezytaniu stowa dlugosci I, chcemy otrzymywacé
podzbior stanéw A takich, ze mozna do nich doj$¢ wezytujac do automatu A pewne stowo dtugosci [
(a nie 12 —1 jak w przypadku B;), zaczynajac w stanie ¢;. Zauwazmy, ze w przypadku automatu C; stan
po wczytaniu stowa dhugosci [ + 1 jesteSmy w stanie jednoznacznie wyznaczy¢ na podstawie stanu, w
ktorym jesteSmy po wezytaniu stowa dlugodci I. Do nowego podzbioru stanéw damy dokltadnie takie
stany, do ktorych jestesmy w stanie przej$é¢ pojedyncza krawedzia z A z pewnego stanu z podzbioru
stanow A dla stowa dlugosci I. Stanéw w automacie C; jest nie wiecej niz 2™, zatem po pewnym czasie
wpadniemy w cykl, czyli stany tego automatu mozemy opisaé¢ jako wg,ws, ..., Wy, €g,C1,5---,Cm—1,
gdzie wy = {g;} jest stanem poczatkowym, a funkcja przejscia wyglada nastepujaco:

de(wj,a) = wjt1 dlad<j<zx,a€,
dc(wg,a) = ¢ dlaa € X,
dc(cj,a) =Cjtimodm dla0<j<m,a€X.

Twierdze teraz, ze przy pomocy automatu C;, skonstruuje automat B;. Zauwazmy, ze w przypadku
automatu B;, po wezytaniu stowa dlugosci I, nie wystarczy pamietaé podzbioru standéw automatu A4,
do ktorego mozemy dojié w 12 — I krokach. Dzieje sie tak dlatego, ze w przypadku automatu C; podczas
przejécia chcielismy zrobi¢ tylko dodatkowy jeden krok, a w przypadku automatu B; chcieliby$my



przesunaé si¢ o (I +1)2 — (1+1) — (12 — 1) = 2l krokéw. Musimy zatem wzbogaci¢ stany automatu C; o
pewne dodatkowe informacje. Gdybysmy przez chwile nie martwili sie liczba stanéw w automacie (tzn.
ze mogtaby by¢ nieskoniczona), to moglibysmy stworzy¢ stany wgz_g, wy1_1, Wa2_g, . .., wy2_, oraz (c;, 1)
dla 0 <@ < m oraz wszystkich [ € N. Do stanéw w;2_; nie potrzebujemy dodawa¢ zadnej informacji,
bo wiemy, ze wczytane stowo miato dtugosé doktadnie j. Jest tutaj drobny niuans, musimy rozrézniacé
stan wg2_g = wg = wy2_1, ale nie jest to zaden problem. Przyjrzyjmy si¢ doktadniej funkcji przejscia
dla stanow (c;,1):

05((cj,1),a) = (¢j+21 mod m, ! +1) dla 0 < j <m,l € N;a € X.

W naszym rozwigzaniu chcemy, zeby automaty B; dawaly odpowiednie podzbiory automatu .4, zatem
zauwazmy, ze jesli oznaczymy przez r; reszte z dzielenia [ przez m, to

J+ 2l mod m = j + 2r; mod m,

czyli nie musimy mie¢ dla kazdego c; wszystkich stanéw (c;,1), | € N, wystarczy stworzy¢ stany (c;,1)
dla 0 < j <m oraz 0 <1 < m i zadaé¢ funkcje przejscia wzorem:

52’)’((61"[)7&) = (Cj+2l mod m, ! + 1 mod m) dla0<l,j <m,a€X.

Opisany automat ma skoniczong liczbe stanéw i po wezytaniu stowa dtugosci [ znajduje sie w stanie,
ktory jest para, a jej pierwszym elementem jest podzbiér stanéw A takich, ze mozna do nich dojsé
pewnym stowem dtugosci [? —[ zaczynajac w stanie ¢;. Skonstruowaliémy zatem poszukiwane automaty
B;, co konczy dowdd.



