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(a) Udowodnij, ze jesli S jest dwuelementowy i zbiér sync(S) jest niepusty, to zawiera on jakies stowo o
dlugosci nie wigkszej niz |Q|?.

(b) Udowodnij, ze jesli zbiér sync(Q) jest niepusty, to zawiera on jakie$ stowo o dlugosci nie wieckszej niz
Q.
Definicja
Dla danego deterministycznego automatu skonczonego
A=<3%,Q,q,F,§ > izbioru S C @ przez sync(S) oznaczmy zbidr
{w e X* 1V, yeso(q,w) = (¢, w)}.
Oznaczenia

e Niech zbiér stanéw S zawiera stany qi, ¢z ... qs), w € X*. Niech f(S,w) bedzie krotka |S|-elementowa

< 0(q1,w), (g2, w), ...0(qs|,w) >.
Zauwazmy, ze jesli istnieje stan ¢, ze f(S,w) =< q,q,q,...q > to w € sync(9).

e Niech pref(w;) oznacza j-literowy prefiks stowa w.

e Niech suf(w;) oznacza sufiks stowa w zaczynajacy sie od j-tej literki.

Rozwigzanie

Lemat (1)
Niech z,y, 2z € ¥*. Dla danego S C @ jesli f(S,z) = f(S,zy) to f(S,z2) = f(S,zyz).

dowéd: Wezmy dowolne ¢g; € S. Zauwazmy, ze

= S(qi,xyz) = S(qi,xz)

W takim razie réwno$é bedzie zachodzita dla wszystkich wspoélrzednych krotek f(S,zz), f(S, zyz) co kohczy
dowdd.



Lemat (2)

Niech w bedzie najkrétszym stowem nalezacym do sync(S). W ciagu f(.S, pref(wo)), f(S,pref(wi)),... f(S,w)
wszystkie krotki sa parami rézne.

dowdd: Zalézmy, ze istnieja takie i < j, ze f(S,pref(w;)) = f(S, pref(w;)). Wtedy z lematu (1):
f(S,w) = F(S, pref(wi)suf (wjt1)),

zatem slowo pref(w;)suf(w;41) rézwniez nalezy do sync(S) i jest krétsze niz w.

Rozwigzanie (a)

Z lematu (2) wiemy, ze dla najkrétszego stowa w €sync(S) zachodzi

iz [ (S, pref(wi)) # f(S,pref(w;))

W takim razie policzmy, ile jest réznych wartosci moze przyjmowaé f(S,v) dla ustalonego S. Jako, ze |S| = 2,
musimy policzy¢ ile jest réznych par stanéw z Q. Takich par jest nie wiecej niz |Q|?, co koficzy dowdd.

Lemat (3)

Jedli dla danego stowa w, danej dtugoéci prefiksu = oraz stanéw ¢; # ¢; zachodzi

S(Qi,pref(ww» = S(qj,pref(wx))

to zachodzi réwniez A .
Vy2T5(Qz,pT€f(wy)) = 5((]j,p7'€f(wy))

Innymi stowy, jesli mamy dowolne stowa x,y € ¥* i f(S, x) przyjmuje te same wartosci na i-tej i j-tej wspo6t-
rzednej to f(S,zy) réwniez przyjmuje te same wartosci na i-tej i j-tej wspotrzedne;j.

dowéd: Zauwazmy, ze
0(gi, ) = 0(gj, ) = Yyex-0(8(qs, x),y) = 0(d(qz,2),y) =
= Vyes-0(qi, 7y) = 0(q5, xy)

Lemat(4)
Dla zbioru Q = {q1,¢2 - - . |} dla kazdego k < |Q] istnicje v € X%, [v] < k|Q|? takie, ze v € sync({q1,¢2 - - - @i })-

dowdd przez indukcje po k

dla k=1:
Niech v € sync({q1,q2}) |v| < |QJ?. Z (a) wiemy, ze takie stowo istnieje.

dla k£ > 1:
Z1: zalozmy, ze dla kazdego n < k istnieje v € X*, |v| < n|Q|? takie, ze v € sync({q1,q2 - .- qn})-

TI: istnieje v € X%, |v] < k|Q|? takie, ze v € sync({q1,q2 - .. qx})-



dowod:
Niech najkrétszym stowem z sync({qi,qz ... qx—_1}) bedzie v (Jv| < (k — 1)|Q|? z ZI). Wtedy dla pewnego ¢:

a2 ara}dv) =< 4,4, >
Niech ¢/ = 6(qr,v).
Niech w bedzie najkrétszym stowem z sync({q, ¢'}). Z (a) wiemy, ze |w| < |Q|?. Zauwazmy, ze |vw| < k|Q|?

Z lematu (3) vw € sync({q1,q2 .. qx—1}).
Latwo zaobserwowad, ze

fla, a2 qp—1},vw) =< (g, w), ... 0(q, w) >

oraz ze . A
(g, w) = d(qi, vw)

Zatem vw € sync({q1,q2-..qr})-

Rozwigzanie (b)

Wystarczy skorzystaé¢ z lematu (4) dla k = |Q)|.



