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Zadanie 36

a. Udowodnij, ze jesli S jest dwuelementowy i zbidr sync(S) jest niepusty, to zawiera on jakies stowo o
dtugoéci nie wiekszej niz |Q|?.
b. Udowodnij, ze jedli zbi6r sync(Q) jest niepusty, to zawiera on jakie$ stowo o dtugosci nie wigkszej niz |Q|>.

Rozwigzanie

Twierdzenie (A). Jesli zbior S jest dwuelementowy, a zbidr sync(S) niepusty, to zawiera on jakies stowo
o dlugosci nie wiekszej niz |Q|*.

Dowdd (nie wprost). Niech S = {s1,s2} oraz sync(S) # @. Zalézmy, ze dla kazdego stowa w z sync(S),
|w| > |Q|*. Niech v = ajaz...a,, bedzie najkrétszym stowem z sync(S) (takie stowo istnieje, bo sync(S)
jest niepusty). Z zalozenia wiemy, ze m > |Q|>. Dla i = 1,2,...,m zdefiniujmy stowa v; oraz pary p;
nastepujaco:

Vi = ai1az...a;
pi = <5(5177ﬂz‘),3(827%)>

Poniewaz jest m par p; i kazda z nich moze przyjaé¢ jedna z |Q|* wartoéci oraz m > |Q|?, to z Zasady
Szufladkowej wiemy, ze istnieja takie rézne j,k € {1,...,m}, ze p; = pi. Zatem 0(s1,v;) = d(s1,vx) oraz
0(s2,vj) = d(s2,vg). Zalézmy (B.S.0.), ze j < k. Rozpatrzmy stowo:

/
W = V041 ---0m

Poniewaz j < k, to w’ mozna utworzy¢ z w wykreslajac niepuste podstowo a1 ...ax, zatem |w'| < |w].
Zauwazmy, ze:

>

(s1,w") = 5(51,vjak+1 ) = (51, Ukt - - Q) = 0(s1, W)

=

(s9,w") = 5(52,vjak+1 ) = (82, Vet - - Gm) = 0 (2, W)

Zatem b(sy, w') = 0(s1,w) = 0(s9,w) = §(sq,w’), wiec w’ € sync(S). Ale poniewaz |w'| < |w|, to w nie jest
najkrétszym stowem z sync(S). £ ]

Twierdzenie (B). Jesli 2bidr sync(Q) jest niepusty, to zawiera on jakies stowo o diugodci nie wickszej niz

QI°.

Dowdéd. Pokazemy konstrukcje stowa w € sync(Q), takiego ze |w| < |Q|3. Zdefiniujmy najpierw klase funkcji
pomocniczych 4, : Q@ — Q opisanych wzorem §,(q) = d(g,v). Przez f[ A] bedziemy oznaczaé obraz zbioru A
przez funkcje f.

Dane:
DFA A = <E,Q,q0,F,5>, taki ze, sync(Q) # .
Algorytm wyznaczania stowa w € sync(Q), takiego, ze |w| < |Q|® :
1. w—ce
2. Q'@
3. While |Q’| > 2:
3.1. 51,82 <« dwa dowolne stany z Q’
3.2. v «+ stowo z sync({s1, s2}), takie ze |v] < |Q|?
3.3. w— wv
34. Q — 6,[Q]

4. Zwroé w
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Lemat (1). Algorytm zatrzymuge sie.

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze jesli |Q| = 1, to algorytm zatrzyma sie, gdyz petla While nie zostanie wyko-
nana ani razu. Dla |@Q| > 2 pokazemy, ze moc zbioru @’ maleje w kolejnych iteracjach petli. Z Twierdzenia
A wiemy, ze instrukcja 3.2 wykona sie, gdyz zbidr {s1, s2} jest dwuelementowy, a sync({s1, s2}) niepusty
(bo sync(Q) C sync({s1,s2}) 1 sync(Q) # &). Poniewaz 0,[Q’] jest obrazem zbioru skoficzonego wiec
|Q'| > 16,[Q"]]- Dodatkowo, poniewaz s1 1 sg naleza do Q' 1 0,(s1) = d,(s2), wiec funkcja d, na elementach
zbioru @’ nie jest réznowartosciowa. A wiec |Q'| > [0,[Q"]|.

Lemat (2). Petla While wykona sie co najwyzej |Q| — 1 razy.

Dowdd. Zauwazmy, ze w dowolnym momencie dzialania algorytmu |Q’| > 1, poniewaz @’ jest albo niepustym
zbiorem @) (w instrukcji 1) albo obrazem jakiego$ niepustego zbioru (w instrukcjach 3 i 4). Poniewaz po kazdej
iteracji petli moc zbioru @’ maleje i petla koniczy sie, gdy |@Q| = 1, wiec moze sie ona wykonaé co najwyzej
|Q| — 1 razy.

Lemat (3). Algorytm zwraca w € sync(Q), takie ze |w| < |Q|>.

Dowdd. Niech k bedzie liczba iteracji petli While. Zauwazmy, ze w jest postaci vy ...vg, gdzie v; oznacza
warto$¢ zmiennej v w i-tej iteracji petli While. Zauwazmy tez, ze d,,[ Q] jest 1-elementowy, poniewaz:

Ouw[Q] = 0y, [Q] = (Suy 0+ 00y, 06,,)[Q],

co jest réwne Q' po wykonaniu algorytmu. Zatem dla kazdych g1, ga € Q zachodzi 6(qy, w) = 6(ga, w). A wiec
w € sync(Q). W dodatku, poniewaz w = vy ... v, i v; < |Q]? (instrukcja 3.2) oraz z Lematu 3 wiadomo, ze
k<|QI -1, to lw| <[QP-(IQ] - 1) < Q.

Poniewaz istnieje poprawny algorytm wyznaczajacy stowo z sync(Q) o dtugodci nie wigkszej niz |Q3, wiec
takie stlowo istnieje. O



