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Zadanie 29. Jezyk L C {0,1}* jest regularny. Czy wynika z tego, ze jezyk
VL ={we{0,1}*: 3z € {0,1}* Iy € L wz =y A |y| = |w|?}
jest regularny?

e Najpierw podzielimy zupelnie przestrzen stow nad alfabetem ¥ = {0, 1}*
na regularne jezyki P, (tak, by wszystkie jezyki P sumowaly sie do X,
oraz by kazdy P byl jezykiem regularnym).

e Nastepnie postaramy sie przemianowaé zbiér podany w zadaniu na jezyk,
do ktoérego potrafimy prosto skonstruowaé automat.

e Skonstruujemy automat rozpoznajacy v/L N F,.
e Ostatecznie wywnioskujemy, v/L jest regularny.

1 Podzial przestrzeni

Wezmy automat A = (Q, %, qo, F,d) rozpoznajacy L. Niech P, = {w € X :
0(go, w) = q}. Czyli, P, jest zbiorem slow, ze po wezytaniu dowolnego z nich
do automatu A dostajemy stan ¢. Zauwazmy, ze quQ P, = X¥. Poniewaz dla
dowolnego stowa wczytanego do automatu, skoriczy sie ono w pewnym stanie
q. A oczywiscie P, jest podzbiorem ¥*. Zauwazmy tez, ze P, jest regularny,
poniewaz mozemy stworzy¢ automat podobny do A, ale z jednym stanem akcep-
tujacym F' = {¢}. Zdefiniujmy przy okazji jezyk Sy, ktory bierze sufiksy stow z
L, zaczynajac od stanu q. Mozemy zatem stworzy¢ automat podobny do A, ale
stan poczatkowy ¢o = q. Regularnosé¢ jezyka wynika z konstrukcji automatu.



2  Jezyk VL

Wezmy przekroj jezyka /L oraz P,. Uzasadnimy nastepujacy ciag przejsc:
VINP,={we€P,:3xc{0,1}* Iy Lwr=yAlyl = v}

Pierwsze przejscie jest przepisaniem definicji w nowy sposéb - méwimy, ze szu-
kamy y réwnego stowu w skonkatenowanym z elementem z X*.
VINP,={weP,:Jyec LycwsAlyl =w?}

Dalej, zapewniamy, ze y ma odpowiednig dtugosé, wybierajac tylko niektore
elementy z >*.

VNP, ={weP,:3yeLyecwsl v}

Zamiast szuka¢ y nalezacych do jezyka, szukamy stéow s, ktore pod skonskate-
nowaniu z w dadzg nam stowo z L.

VLN P, ={we P,:3s € X* |s| = |w|® — |w| Ad(q,s) € F}

Ostatecznie aplikujemy definicje jezyka sufikséw. Jako ze startujemy w ¢ wiemy,
ze s nalezy do 5.

VLNP,={we Py:3s€ 8, |s| = |w - |w]}

3 Konstrukcja automatu rozpoznajacego v/ LN P,

Mamy juz automat A, rozpoznajacy P, - zostal opisany w czeSci pierwszej.
Szukamy automatu, ktérym po wczytaniu stowa w sprawdzi, czy istnieje stowo
dhugosci |w|? — |w| w jezyku S,.

Latwo mozemy stworzy¢ automat sprawdzajacy, czy stowo dlugosci |w| nalezy
do S,. Mianowicie wezmy automat rozpoznajacy S, i wszystkie krawedzie prze-
mianujmy na caly alfabet 3. Wtedy po wezytaniu dowolnych n liter bedziemy w
zbiorze stanow. Jezeli do tego zbioru nalezy stan akceptujacy, to istnieje stowo
o dtugosci n akceptowane przez S,.

Z drugiej strony wiemy, ze jezeli regularny jezyk nad jednoliterowym alfabetem
(w ktorym jedyna roznica pomiedzy stowami jest ich dtugosé) bedzie skoriczony
lub rozpoznajace go DFA -reprezentowane jako graf - bedzie koriczy¢ sie cyklem.
Oznaczmy jako p dlugosé tego cyklu. Zauwazmy, ze istnieje ng, ze dla dowol-
nych stéw dtugosci n > ng, 0" jest akceptowane przez ten DFA wtedy i tylko
wtedy, gdy 0"TP tez jest akceptowane - po wykonaniu pelnego cyklu jeste$my
w tym samym stanie.

Latwo zauwazy¢, ze DFA rozpoznajace jezyk regularny nad jednoliterowym al-
fabetem musi spelnia¢ powyzsza wlasno§é. Pozwole sobie to uzasadnié przed-
stawiajac szkic dowodu nie wprost. Wezmy nieskonczony jezyk na alfabetem
jednoelementowym. Zalézmy nie wprost, ze nie ma w nim cykli. Ale wtedy
wezmy stowo dtugosci n (gdzie n jest dowolnie duze). Wtedy istnieje $ciezka
dtugosci n w tym grafie, ktora jest w kazDym stanie najwyzej raz. Z dowolnosci
n istnieje nieskoriczenie dluga Sciezka, co prowadzi do sprzecznodci ze skonczo-
nos$cig naszego automatu.

Wezmy zatem jezyk: {|w| : |w|* — |w| € L} dla pewnego jezyka regularnego L.
Pokazemy, ze jezyk ten jest regularny.



Zauwazmy fakt dotyczacy funkcji n? — n:
n? —n=(n+p)?— (n+p) mod p

n?—n=n24+2np+p>—n—pmodp

n? —n=n?—nmodp

Wezmy zatem ng,p oraz jezyk regularny G = {0l : w € S,} dla ktorych
spelnione jest:

n>ng=0"€eqG&0"?Pcqd

Co za tym idzie dla dowolnego n; i ng

n=nomodp=0"1ecG&0"ecd

Ale z powyzszego faktu implikuje to

0" " e G & 0t =(ntp) € @

Zatem n >ng = n € {Jw|: |w]®? — jw| € G} ©n+pe {|lw|:|w? - |w| € G}
Powyzszy jezyk jest wiec regularny. Zatem z definicji G mamy jezyk regularny
Sy = {|lw| : Is € G,|s| = |w|* — |w|} Wezmy zatem przekroj jezykow P, i S,.
Przekréj jezykow regularnych takze jest regularny.

Zatem zaakceptujemy tylko takie stowa, ktore sy w P, oraz majg odpowiednig
dtugosé czyli sa w S,.

4 Whniosek

Wezmy zatem sume wszystkich jezykéw przedstawionych powyzej:

UqEQ \/Z n Pq = \/E

Co wynika z dowolnos$ci doboru posredniego stanu p. A skoro jest to jezyk,
ktory jest suma jezykéw regularnych, to sam jest regularny.



