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Zadanie 29. J¦zyk L ⊆ {0, 1}∗ jest regularny. Czy wynika z tego, »e j¦zyk√
L = {w ∈ {0, 1}∗ : ∃x ∈ {0, 1}∗ ∃y ∈ L wx = y ∧ |y| = |w|2}

jest regularny?

� Najpierw podzielimy zupeªnie przestrze« sªów nad alfabetem Σ = {0, 1}∗
na regularne j¦zyki Pq (tak, by wszystkie j¦zyki P sumowaªy si¦ do Σ,
oraz by ka»dy P byª j¦zykiem regularnym).

� Nast¦pnie postaramy si¦ przemianowa¢ zbiór podany w zadaniu na j¦zyk,
do którego potra�my prosto skonstruowa¢ automat.

� Skonstruujemy automat rozpoznaj¡cy
√
L ∩ Pq.

� Ostatecznie wywnioskujemy,
√
L jest regularny.

1 Podziaª przestrzeni

We¹my automat A = 〈Q,Σ, q0, F, δ〉 rozpoznaj¡cy L. Niech Pq = {w ∈ Σ :
δ(q0, w) = q}. Czyli, Pq jest zbiorem sªów, »e po wczytaniu dowolnego z nich
do automatu A dostajemy stan q. Zauwa»my, »e

⋃
q∈Q Pq = Σ. Poniewa» dla

dowolnego sªowa wczytanego do automatu, sko«czy si¦ ono w pewnym stanie
q. A oczywi±cie Pq jest podzbiorem Σ∗. Zauwa»my te», »e Pq jest regularny,
poniewa» mo»emy stworzy¢ automat podobny do A, ale z jednym stanem akcep-
tuj¡cym F = {q}. Zde�niujmy przy okazji j¦zyk Sq, który bierze su�ksy sªów z
L, zaczynaj¡c od stanu q. Mo»emy zatem stworzy¢ automat podobny do A, ale
stan pocz¡tkowy q0 = q. Regularno±¢ j¦zyka wynika z konstrukcji automatu.



2 J¦zyk
√
L

We¹my przekrój j¦zyka
√
L oraz Pq. Uzasadnimy nast¦puj¡cy ci¡g przej±¢:√

L ∩ Pq = {w ∈ Pq : ∃x ∈ {0, 1}∗ ∃y ∈ L wx = y ∧ |y| = |w|2}
Pierwsze przej±cie jest przepisaniem de�nicji w nowy sposób - mówimy, »e szu-
kamy y równego sªowu w skonkatenowanym z elementem z Σ∗.√
L ∩ Pq = {w ∈ Pq : ∃y ∈ L y ∈ wΣ∗ ∧ |y| = |w|2}

Dalej, zapewniamy, »e y ma odpowiedni¡ dªugo±¢, wybieraj¡c tylko niektóre
elementy z Σ∗.√
L ∩ Pq = {w ∈ Pq : ∃y ∈ L y ∈ wΣ|w|

2−|w|}
Zamiast szuka¢ y nale»¡cych do j¦zyka, szukamy sªów s, które pod skonskate-
nowaniu z w dadz¡ nam sªowo z L.√
L ∩ Pq = {w ∈ Pq : ∃s ∈ Σ∗ |s| = |w|2 − |w| ∧ δ(q, s) ∈ F}

Ostatecznie aplikujemy de�nicj¦ j¦zyka su�ksów. Jako »e startujemy w q wiemy,
»e s nale»y do Sq.√
L ∩ Pq = {w ∈ Pq : ∃s ∈ Sq |s| = |w|2 − |w|}

3 Konstrukcja automatu rozpoznaj¡cego
√
L∩Pq

Mamy ju» automat Aq rozpoznaj¡cy Pq - zostaª opisany w cz¦±ci pierwszej.
Szukamy automatu, którym po wczytaniu sªowa w sprawdzi, czy istnieje sªowo
dªugo±ci |w|2 − |w| w j¦zyku Sq.
�atwo mo»emy stworzy¢ automat sprawdzaj¡cy, czy sªowo dªugo±ci |w| nale»y
do Sq. Mianowicie we¹my automat rozpoznaj¡cy Sq i wszystkie kraw¦dzie prze-
mianujmy na caªy alfabet Σ. Wtedy po wczytaniu dowolnych n liter b¦dziemy w
zbiorze stanów. Je»eli do tego zbioru nale»y stan akceptuj¡cy, to istnieje sªowo
o dªugo±ci n akceptowane przez Sq.
Z drugiej strony wiemy, »e je»eli regularny j¦zyk nad jednoliterowym alfabetem
(w którym jedyn¡ ró»nic¡ pomi¦dzy sªowami jest ich dªugo±¢) b¦dzie sko«czony
lub rozpoznaj¡ce go DFA -reprezentowane jako graf - b¦dzie ko«czy¢ si¦ cyklem.
Oznaczmy jako p dªugo±¢ tego cyklu. Zauwa»my, »e istnieje n0, »e dla dowol-
nych sªów dªugo±ci n > n0, 0n jest akceptowane przez ten DFA wtedy i tylko
wtedy, gdy 0n+p te» jest akceptowane - po wykonaniu peªnego cyklu jeste±my
w tym samym stanie.
�atwo zauwa»y¢, »e DFA rozpoznaj¡ce j¦zyk regularny nad jednoliterowym al-
fabetem musi speªnia¢ powy»sz¡ wªasno±¢. Pozwol¦ sobie to uzasadni¢ przed-
stawiaj¡c szkic dowodu nie wprost. We¹my niesko«czony j¦zyk na alfabetem
jednoelementowym. Zaªó»my nie wprost, »e nie ma w nim cykli. Ale wtedy
we¹my sªowo dªugo±ci n (gdzie n jest dowolnie du»e). Wtedy istnieje ±cie»ka
dªugo±ci n w tym gra�e, która jest w ka»Dym stanie najwy»ej raz. Z dowolno±ci
n istnieje niesko«czenie dªuga ±cie»ka, co prowadzi do sprzeczno±ci ze sko«czo-
no±ci¡ naszego automatu.
We¹my zatem j¦zyk: {|w| : |w|2 − |w| ∈ L} dla pewnego j¦zyka regularnego L.
Poka»emy, »e j¦zyk ten jest regularny.



Zauwa»my fakt dotycz¡cy funkcji n2 − n:
n2 − n = (n+ p)2 − (n+ p) mod p
n2 − n = n2 + 2np+ p2 − n− p mod p
n2 − n = n2 − n mod p

We¹my zatem n0, p oraz j¦zyk regularny G = {0|w| : w ∈ Sq} dla których
speªnione jest:
n > n0 ⇒ 0n ∈ G⇔ 0n+p ∈ G
Co za tym idzie dla dowolnego n1 i n2
n1 = n2 mod p⇒ 0n1 ∈ G⇔ 0n2 ∈ G
Ale z powy»szego faktu implikuje to
0n

2−n ∈ G⇔ 0(n+p)2−(n+p) ∈ G
Zatem n > n0 ⇒ n ∈ {|w| : |w|2 − |w| ∈ G} ⇔ n+ p ∈ {|w| : |w|2 − |w| ∈ G}
Powy»szy j¦zyk jest wi¦c regularny. Zatem z de�nicji G mamy j¦zyk regularny
Sq = {|w| : ∃s ∈ Sq|s| = |w|2 − |w|} We¹my zatem przekrój j¦zyków Pq i Sq.
Przekrój j¦zyków regularnych tak»e jest regularny.
Zatem zaakceptujemy tylko takie sªowa, które s¡ w Pq oraz maj¡ odpowiedni¡
dªugo±¢ czyli s¡ w Sq.

4 Wniosek

We¹my zatem sum¦ wszystkich j¦zyków przedstawionych powy»ej:⋃
q∈Q
√
L ∩ Pq =

√
L

Co wynika z dowolno±ci doboru po±redniego stanu p. A skoro jest to j¦zyk,
który jest sum¡ j¦zyków regularnych, to sam jest regularny.


