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Tres¢ zadania

Czy zbiér takich stéw nad alfabetem {0, 1}, ktére maja parzysta dlugosé, i w
ktorych pierwszej polowie jest przynajmniej tyle samo jedynek, co w drugiej
potowie, jest bezkonteksotowy?

Rozwigzanie

Nazwijmy jezyk z zadania jezykiem L,. Pokaze, ze jezyk L, nie jest bezkontek-
stowy.

Dowdd. Zaldézmy nie wprost, ze jezyk L. jest jezykiem bezkontekstowym. Jezeli
L. jest bezkontekstowy, wtedy jego przeciecie z jezykiem regularnym £(0*1*0*1*)
réwniez jest bezkontekstowe. Przy pomocy automatéw rozpoznajacych te dwa
jezyki mozna w naturalny sposéb zdefiniowaé¢ automat ze stosem, dla ktérego
stanem bedzie para stanéw w dwoch automatach, sprawdzajacy przynaleznosé
slowa do przecigcia obu jezykow. W dalszej czeéci rozumowania bedziemy zatem
rozpatrywaé jezyk L = L£(0*1*0*1*) N L..
L jest jezykiem bezkontekstowym a zatem zachodzi dla niego lemat o pompo-
waniu. Niech p bedzie stala z lematu o pompowaniu dla tego jezyka.
Popatrzmy na stowo w = 0P+11PF10P+11P+1 7 lematu o pompowaniu wyni-
ka, ze istniejg u, v, x,y, z, takie ze spelnione sa nastepujace zaleznosci:

ortlyptige+iqp+l — wryz
lvy| >0
lvzy| < p
Y, w'lzy'z € L
Popatrzmy na mozliwe postacie takiego podziatu stowa w. Zauwazmy, ze aby
stowa powstale w wyniku pompowania mogly nalezeé¢ do jezyka L, |vy| musi

by¢ parzyste. Ponadto, aby pompowane stowo nalezalo do £(0*1*0*1*), slowa
v oraz y muszg zawiera¢ same jedynki lub same zera.



u=(Qrti-e
vy = 0°1°
|z| > 2p+ 2
a+b<p
a>0

Stowa takie moga wyglada¢ w jeden z nastepujacych sposobéw:
0000...00000000...0000...000017 0P +117+1 Tuh

u vry z
0000...0000 0000...0000..000111..,1111...1111 ...1110P "1 1P+

u v x y z
Popatrzmy na stowo w’ = uv?xy?z. Polowa tego stowa wystepuje po 2p +
24 C‘T'H’—tym znaku.
W pierwszej potowie stowa w’ jest p+1+a zer , a w drugiej p+ 1. Poniewaz
obie poléwki maja tyle samo liter, zatem w pierwszej polowie jest mniej
jedynek i w’ ¢ L.
w’ =0000...0000 1111...11117 | 1111...11110000...00001111...1111

p+1+a zer p+1+ b;a jedynek aT-l—b jedynek p+1 zer p+1 jedynek

u= 0Pt
,Uy:12a
|z| > 2p+2
2a+j7<p
a>0

Stowa takie beda wygladaly nastepujaco
0PF111.., 1111...1111 .. 111071 1P+
———
u vy z
Popatrzmy na stowo w’ = uv’xy°z. Polowa tego stowa wystepuje po 2p +
2 — a-tym znaku.
W pierwszej polowie stowa w’ jest p + 1 — 2a jedynek , a w drugiej p + 1,
zatem w' ¢ L.
w’ = 0000...0000 1111...1111 000...000 | 0000...00001111...1111
——

p+1zer p+1—2a jedynek a zer p+1-azer p+1 jedynek




u = 0p+11p+1—a
vy = 190°
|z| < 2p+2
a+b<p
a,b>0

Stowa takie beda wygladaé¢ nastepujaco:
0P*'111..,111...111 ...111000... 0000...0000 ...00017**.
— ——
u v T Yy z
Popatrzmy na stowo w’ = uv’xy°z. Polowa tego stowa wystepuje po 2p +
2 — “T'H’—tym znaku.
Jezeli a >= b wtedy pierwsza potowa slowa ma p+ 1 —a jedynek, a druga
p + 1 zatem takie w’ ¢ L.
w’ = 0000...0000 1111...1111 000...000 | 0000...0000 1111...1111
——
p+1zer p+l—a jedynek g Or;b zer  p+l—a+ a-zH) zer P+1 jedynek

Jezeli a < b wtedy pierwsza polowa stowa ma p+1— QTH’ jedynek, a druga

p+1+ %t — a zatem takze w' ¢ L.
w’ =0000...0000 1111..1111 | 111..111 0000...00001111...1111
—_——

p+1 zer ptl— a;rb jedynek ‘l;rb,a jedynek p+1—bzer p+1 jedynek

y = 0p+1—2a1p+1
vy = 0%
lu| > 2p+2
20 <p

a>0

Przypadek symetryczny do przypadku 2.

2 = 1pt1-b
vy = 0°1°
lul > 2p +2
a+b<p
a>0
Przypadek symentryczny do przypadku 1.
O

Zatem dla dowolnego podziatu slowa w nie jest spetniony lemat o pompo-
waniu, wiec jezyk L nie jest bezkontekstowy.



