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Tres¢ zadania
Udowodnij, ze rzut relacji automatycznej jest relacjg automatyczna.

Notacje

Dla jednoznacznosci wypisze tutaj uzyte konwencje notacyjne:

e Py - projekcja zbioru po ostatniej wspoétrzednej (ucinamy ostatnig wspotrzedng - bez utraty
ogoélnosci)
¢ (a,0) - dopisanie do stowa a zera (dodanie wymiaru)

Rozwigzanie

Wiemy, ze R jest relacjg automatyczna.
Chcemy pokazag, ze rzut relacji R (oznaczony Pg jest relacjg automatyczng)

Twierdzenie 1
Istnieje NFA B, taki, ze rozpoznaje stowa z Lp,
Dowéd

Na poczatku chciatbym zauwazy¢, ze wnioskiem z tego twierdzenia jest to, ze Py jest relacjg
automatyczna.

Z tego, ze R jest relacjg automatyczng wiemy, ze istnieje automat DFA A rozpoznajacy jezyk L
A= <E7Q7QO7Fa5>
Zdefiniujmy wiec szukany automat NFA B:

B = <P27Qaq0aFBa5P>r
gdzie:

e [’z to zbior standw - takich ze mozemy sie w nich znalez¢ jakbysmy wczytywali liczbe +
nadmiarowe zera.
Dla przyktadu zatk = 2, w = (1,1) (0,1) (0, 1) , ktére po zrzutowaniu wygladatoby:
P, =100, gdzie[(P,) = 1, wtedy chcemy zeby liczba 1, (ta bez nadmiarowych zer) byta
rozpoznawana przez NFA B, zeby to zrobi¢ musimy zmodyfikowac¢ nasz zbiér stanéw
koncowych tak zeby obstugiwat ten corner-case. Dla k=2 ten zbior wygladatby tak (dla innych
k podobnie ale trzeba uwzglednia¢ wycinanie zer nadmiarowych na innych pozycjach niz
pierwsza):
Fp={q€Q:3ycr3rend(q,0%) = ¢'} - uwaga jest taka, ze zgodnie z definicjg wczytujemy
stowo od najmniej znaczacych cyfr.

* ip: Py x Q — P(Q), gdzie P(Q) to zbiér potegowy @
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o 5P(a’ Q) = {6(<a70> 7Q)75(<a’ 1> ’Q)}

Idea funkcji przejs¢ na obrazku:

Dostajemy automat A:

| przeksztatcamy go na NFA B:

Lemat 1
we Lp=wec Lp,
Dowodd lematu

Tres¢ tego lematu mowi, ze jezeli umiemy rozpoznac stowo w przez B to jest to stowo z jezyka Lp,
(czyli tego rzutu relacji R) - innymi stowy chcemy pokaza¢, ze jesli rozpoznajemy jakie$ stowo to w
wyniku konstrukgji nie dorzuciliSmy jakichs 'Smieciowych' stow
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Dowdd przeprowadzimy dla k = 2, zeby unikna¢ trudniejszego do formalnego opisu corner-case
opisanego przy definicji zbioru Fp - tego, ze nie uwzgledniamy usuwania zer z pozycji innych niz
pierwsza.

Wezmy wiecw € Lp. Stowo w ma wtedy posta¢ w € {0,1}" zeby pokaza¢ zew € Lp,
pokazemy, ze istnieje takie stowo v € Lg, ze po zrzutowaniu i usunieciu pewnej ilosci
nadmiarowych zer (by¢ moze wszystkie) dostaniemy stowo v’ takie ze v' = w.

Niech w = a1,0a9,...,0y, i niechv = <a1,b1) <a2,b2) “e <an,bn> <0,b,j> PN <0,b0>

Czy istnieje takie stowo v? Tak - Zatézmy nie wprost, zetakie stowo nie istnieje - dochodzimy do
sprzecznosci z tym, ze stowo w istnieje.

Rozwazmy 6 (qo, (a1, b1) . .. (an,bn)) = q- zauwazmy, ze q € Fjp, jest tak dlatego, ze jak
wczytamy dalsze zera to dostaniemy 4 (g, (0, b_j)...(0,by)) = ¢ -gdzie ¢ € F(bove Ly)-to
znaczy, ze po zrzutowaniu v dostaniemy liczbe l(w) € Pg a to znaczy, ze w € Lp,

Lemat 2
w e LPR = wé€ Ly
Dowdd lematu

Podobnie jak wyzej. Bierzemy stowo v € Ly, takie ze P, = w, ze po wczytaniu zer znajdziemy sie
w stanie z F'i to znaczy, ze stan po wczytaniu w € Lp

Whioski

Korzystajgc z wnioskow z Twierdzenia 1, popartego Lematami 1 i 2 - pokazaliSmy, ze Lp jest
relacjg automatyczna.


af://n46
af://n48
af://n50

	Lista 2 - zadanie 43
	Treść zadania
	Notacje
	Rozwiązanie
	Twierdzenie 1
	Dowód
	Idea funkcji przejść na obrazku:
	Lemat 1
	Dowód lematu

	Lemat 2
	Dowód lematu

	Wnioski





