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1. Tres¢ Zadania

Niech A C{(,),[,],(,)}* bedzie jezykiem poprawnie rozstawionych nawiaséw trzech rodzajéow zas
B C {(,),[,]}* jezykiem poprawnie rozstawionych nawiaséw dwdch rodzajéow. Pokaz ze A <,¢q B.
Wskazowka: kazde stowo produkowane przez o ma sie sktadaé z dwdch symboli.

2. Rozwigzanie

2.1. Wstep

Wiemy, ze A <;¢q B zachodzi, jesli istnieje transducer 7' (Moore’a lub Mealy’ego) taki ze dla
kazdego w € ¥* zachodzi w € A w.t.w gdy fr(w) € B. By udowodni¢ A <,¢; B mozemy zatem
stworzy¢ transducer tlumaczacy wyrazy z jezyka A na jezyk B i nastepnie udowodnié, ze spelnia on
wymogi relacji <regq-

Zdefiniujmy wiec transducer Mealy’ego T' = (¥4, Xp, @, qo,0,0), gdzie ¥4 = {(,),[,],(,)}, X =
{(,), ]} @ sklada sie z tylko jednego stanu g, ktéry dla dowolnego znaku przechodzi sam w siebie,
V(a € ¥4) : 6(a,qo) = qo- o jest zdefiniowana dla wszystkich ¢ € @ w nastepujacy sposob:

o(q, g
a(g,‘[) = (",
a(g,]) =)NI",
(g, () = “[(((
a(g,)) =)

Przyldad: fr(*(())*) = ‘[((((ON))]"

22 weA = fr(w)€eB

Ze sposobu jaki zdefinowalidémy o jest oczywiste, ze jezeli dowolny wyraz w zawieral tylko litery
nalezace do Y4, to fr(w) bedzie zawieralo jedynie litery nalezace do ¥ p. Pozostalo jedynie udow-
nodnié, ze jezeli w bylo poprawnym rozstawieniem nawiaséw w A, to fr(w) musi by¢é poprawnym
rozstawieniem nawiaséw w B.

Zdefiniujmy co oznacza ‘poprawne ustawnienie nawiasow‘. Niech zmienne a, b, ¢ oznaczaja odpo-
wiednio liczbe wystapien nawiaséow (), [], () w stowie. Niech na poczatku beda réwne 0. Przegladajac
dowolne stowo w od lewej do prawej, odpowiednia zmienna zwieksza sie o 1, gdy przegladana litera
jest nawias otwierajacy a zmniejsza sie o 1 gdy jest to nawias zamykajacy. Stowo w jest poprawnym
ustawieniem nawiasow, gdy w trakcie przegladania tego stowa zgodnie z opisana wyzej procedura,
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zadne ze zmiennych a, b, c nie beda ujemne i po przejrzeniu calego stowa wszystkie z tych zmiennych
beda réwne 0.

Zalézmy, ze twierdzenie, ktore chcemy udowodnié, jest nieprawdziwe, wtedy istnieje jeden lub
wiecej kontrprzykladéow w, dla ktérych w € A A fr(w) ¢ B. Wiemy, ze slowo puste jest poprawnym
rozstawieniem nawiaséw zaréwno w A jak i w B, wiec kontrprzyktady muszg byé¢ dluzsze od 0. Wez-
my najkrotszy z tych kontrprzykladow, nazwijmy go v. Wiemy, ze v jest poprawnym rozstawieniem
nawiasow w A, co oznacza, ze dla pierwszego znaku w v musi istnie¢ odpowiedni zamykajacy nawias
w ktéryms$ miejscu tego wyrazu. Wiemy réwniez, ze translacja tej pary nawiasow za pomoca fr da
nam poprawne rozstawienie nawiaséw w B, co mozna latwo zauwazy¢ analizujac mozliwe translacje
o. Jezeli nawias zamykajacy dla pierwszej litery w v jest na koncu tego stowa, to mozemy skroécié
kontrprzyktad v o pierwszy i ostatni znak. Jezeli ten nawias zamykajacy znajduje sie w jakims$ innym
miejscu slowa v, to mozemy podzieli¢ v na dwa osobne przypadki, jeden dla liter w v do owego
zamykajacego nawiasu, a drugi dla liter po tym nawiasie. W obydwdéch przypadkach wychodzi nam,
ze istnieje krétszy kontrprzyktad od v, co jest sprzeczne z naszymi zalozeniami, konczac tym samym
dowdd twierdzenia w € A = fr(w) € B.

2.3. frlw)eB = weA

Dowod bedzie analogiczny, co do poprzedniego twierdzenia. Zauwazmy, ze w fr mamy zdefiniowane
translacje jedynie dla liter nalezacych do ¥4, czyli jezeli fr(w) € B, to w musi sie skladaé z liter
nalezacych do ¥ 4. Pozostalo jedynie udownodnié, ze jezeli fr(w) bylo poprawnym rozstawieniem
nawiaséw w B, to w musi by¢ poprawnym rozstawieniem nawiasow w A.

Zalézmy, ze twierdzenie, ktore chcemy udowodnié, jest nieprawdziwe, wtedy istnieje jeden lub
wiecej kontrprzykladéw w, dla ktérych fr(w) € B Aw ¢ A. Wiemy, ze stowo puste jest poprawnym
rozstawieniem nawiaséw zaréwno w A jak i w B, wiec kontrprzyklady musza by¢ dtuzsze od 0. Wezmy
najkrétszy z tych kontrprzyktadéw, nazwijmy go v. Wiemy, ze fr(v) jest poprawnym rozstawieniem
nawiaséw w B, co oznacza, ze dla kazdego nawiasu otwierajacego w fr(v) istnieje odpowiedni nawias
zamykajacy. Patrzac na mozliwe translacje o, mozemy zauwazy¢, ze poczatkowymi literami w fr(v)
musza by¢ ‘[(, ‘[((‘ lub “[(((, by fr(v) bylo poprawnym rozstawieniem nawiaséw. Kazda z tych kom-
binacji znakoéw mozemy uzyskac¢ jedynie na jeden sposdb w translacji, tak samo odpowiednio nawiasy
zamykajace dla tych liter, czyli ), ¢))]* oraz ‘)))]‘ r6wniez mozemy uzyska¢ jedynie na jeden sposéb.
Podobnie jak w poprzednim dowodzie, dla kazdej z tych trzech kombinacji nawiaséw otwierajacych
musi istnie¢ gdzie§ w fr(v) odpowiadajaca kombinacja nawiaséw zamykajacych, jezeli sa one na na
koncu fr(v), to mozemy skrécié¢ stowo v o pierwszy i ostatni znak. Jezeli te nawiasy zamykajace sa
w $rodku stowa fr(v), to mozemy podzieli¢ fr(v) na dwa stowa, a tym samym mozemy podzielié¢
stowo v na dwa stowa, gdyz kazde stowo fr mozna uzyskaé¢ jedynie na jeden sposéb. W obydwéch
przypadkach, istnieje krotszy kontrprzyktad od v, co jest sprzeczne z naszym zalozeniem o v, konczac
tym samym dowdd twierdzenia fr(w) € B = w € A i calego zadania.
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