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Zadanie 40 XL.
Udowodnij, ze dla kazdego (dostatecznie duzego) n istnieje PDFA

A= <Z = {O,l},Q,—,—,5>

taki, ze |Q| = n i ze csync(Q) jest niepusty ale nie zawiera stowa krétszego niz
p(n), gdzie p jest dowolnym wezesniej ustalonym wielomianem.

Wskazéwka. Suma, pierwszych n liczb pierwszych jest mniejsza niz n? logn,
za$ ich iloczyn zawsze jest wiekszy od 271087,

Wstep

Mozemy my$le¢ o tym zadaniu jak o problemie konstrukcji grafu z n wierz-
chotkéw, po ktorym trzeba chodzié¢ ostroznie”, tylko dozwolonymi krawedziami
(co odpowiada cze$ciowosci d). Stowo synchronizujace implementuje strategie
wygrywajaca Slepego zuczka ktory rzucony gdziekolwiek na plansze (dowolny
stan) musi doj$é do ,mety”, to znaczy jakiego$ ustalonego stanu. Naturalnie
jego ,ostroznosé” zagwarantuje mu, ze nigdy nie spadnie z grafu.

Warunek dotyczacy diugoéci stlowa oznacza, ze graf musi by¢ wystarcza-
jaco skomplikowany. Konstrukcja PDFA bedzie stanowila relatywnie prostg
modyfikacje rozwigzania wariantu L. Tak jak wczesniej, korzystamy z zespolu
mniejszych PDFA, ktére wymuszaja, by stowo synchronizujace zawieralo stowo
z przeciecia jezykéw przez nich rozpoznawanych, jednak nie mamy trzeciego
znaku ktérym zuczek deklaruje, ze osiagnal stan akceptujacy dla danego auto-
matu sktadowego. Ten problem obchodzimy dodajac nowe stany do sktadowych
automatéw w taki sposéb, by uprzednia semantyke przejsé¢ kodowaé nie poje-
dynczymi znakami, tylko parami.

Rozwiazanie bedzie dwuetapowe — najpierw skonstruujemy interesujacy nas
PDFA (w ogdlnej formie), nastepnie pokazemy ze dla kazdego wielomianu p, dla
odpowiednio duzego n dlugo$é najkrdtszego stowa z csync(Q)) jest wigksza niz
p(n).



Rysunek 1: Graf PDFA Mpy (,mod 37).

Twierdzenie 1. Dla kazdego k € N istnieje ostroznie synchronizowalny PDFA

taki, ze |Q| < 1+ 2k%logk i minimalne stowo synchronizujgce jest dtuisze niz
21+k10gk_

Dowdd. (konstrukcyjny)

Niech p; oznacza i-tg liczbe pierwsza. Najpierw zbudujmy PDFA M, nad
alfabetem ¥ = {0,1}. Stanowi on modyfikacje automatu akceptujacego stowa
1™ gdzie m = p; — 1 (mod p;). Po pierwsze, oprécz przejscia odpowiadajacemu
zwigkszeniu wartoéci bufora mod p; dodajemy przejscie z kazdego stanu (na
znaku 0) resetujace warto$¢ bufora. Druga modyfikacja, kluczowa w obecnie
rozwazanym wariancie XL, polega na zduplikowaniu wszystkich standéw poprzez
wprowadzenie pomiedzy nimi stanéw posrednich oraz krawedzi w taki sposéb,
ze dla oryginalnych stanéw przejscia wedlug znakéw 1 i 0 odpowiadaja teraz
odpowiednio stowom 10 i 00. Formalniej:

Mpi = <E7Q7q07F7 5>
Y= {0, 1}
Q = {(LL',]) SRS {O'-pi}ﬂ JE€ {0, 1}}7 do = (070)7 F= {(pz -1, 1)}

x mod p;, dla j =
5((5.5),0) = {Eé (; 1)mod p;, 0) prj. 1

(z,1) dlaj=0

5((1:7])71) = {J_ Wpp.
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Rysunek 2: Schemat struktury PDFA CRTj

Gdzie L wyraznie koduje przypadek nieokreslony. Ustalenie stanu akceptu-
jacego bedzie mialo znaczenie dopiero pdzniej. Przykladowy automat zostal
opisany na rysunku 1.

Interesujaca nas wlasno$é tak skonstruowanego PDFA polega na tym, ze
niezaleznie od wyboru stanu ¢ dla m = —1 (mod p;) zachodzi:

Wilasnos¢ ta natychmiast wynika z konstrukcji czesciowej funkcji przejscia —
krawedz O jest okreslona dla kazdego stanu i prowadzi albo do wierzchotka po-
staci (x,0) albo do stanu poczatkowego, stad stowo 00 zawsze prowadzi do qo.
Nastepnie m-krotne powtorzenie stowa 10 odpowiada przesunieciu sie ze stanu
(0,0) do stanu (m mod p;,0) = (p; — 1,0). Finalny znak 1 przesuwa nas na stan
akceptujacy (p; — 1,1).

Majac juz rodzine automatéw M,, wezmy k pierwszych reprezentantéw, to
znaczy zbiér {M,, }¥ ;. Zbudujemy z nich wigkszy PDFA CRT},. Konstrukcja
wyglada bardzo prosto — dodajemy stan g, z dwiema petlami (dla obu znakéw)
do siebie, oraz taczymy z kazdego automatu sktadowego jego stan akceptujacy
ze stanem ¢4, za pomoca przejscia na znaku 1 (wezesniej nieokreslonego). Przy-
kladowy wynik takiej konstrukcji zostal przedstawiony na rysunku 2.

Niech P = Hle p;. Slowem synchronizujacym (do stanu g,) dla CRT}, jest

w, = 00(10)P~111
By sie o tym przekonaé, rozwazmy mozliwe stany do synchronizacji:

e Stan g
Jest to nasz stan docelowy, z ktorego nie da sie w zaden sposéb wyjsé,
zatem réwniez po wezytaniu ws pozostaniemy w stanie gg.

e Stan w podautomacie M,

Pamietamy kluczowa wlasnosé M, , ze dlam = —1 (mod p;) stowo 00(10)™1
przeprowadza ten automat z dowolnego stanu do stanu akceptujacego.



Whprost z definicji P wynika P —1 = —1 (mod p;), zatem réwniez ws bez
ostatniego znaku jest instancja stowa prowadzacego do stanu akceptuja-
cego. Wspomniany ostatni znak 1 powoduje przejscie ze stanu akceptuja-
cego do ¢4, zgodnie z konstrukcja CRT}.

Pozostaje argumentacja, ze wg jest minimalnym stowem synchronizujacym.

Zalézmy istnienie w) € esync(Q(CRTy)), |wh| < |ws|. Takie stowo koduje
strategi¢ wydostania si¢ z dowolnego automatu sktadowego do stanu g4. Aby to
uczyni¢ wymagane jest najpierw osiggniecie stanu akceptujacego. Zauwazmy,
ze w obrebie ustalonego automatu M, stowo 00 koduje powrdt do stanu po-
czatkowego, natomiast 11 koduje ,zadanie” opuszczenia automatu, zdefiniowane
jedynie dla stanu (p; — 1,0). Na tej podstawie mozna stwierdzié, ze w’, zawiera
dokladnie po jednym wystapieniu stéw 00 i 11. Jest tak poniewaz po wyj-
Sciu z automatu dalsze zadania sa zbedne, oraz wielokrotny powrét do stanu
poczatkowego moze zostaé zamieniony na tylko jeden (ostatni), bez utraty syn-
chronizacji. Ostroznos$é synchronizacji wymusza by w/, zaczynalo sie znakiem
0, gdyz w przeciwnym razie przejscie dla pewnych stanéw bedzie nieokreslone,
stad w’, zaczyna sie sfowem 00. Analogicznie w’, koficzy sie stowem 11, poniewaz
w przeciwnym razie mozliwe by bylo usuniecie sufiksu za wystapieniem 11, co
stoi w sprzecznoéci z minimalnoscia. Dla pewnego n € N otrzymujemy zatem:

w!, = 00(10)"11

gdzie w obrebie dowolnego ustalonego automatu M),

6((0,0),(10)") = (pi — 1,0)
Roéwnanie to oznacza, ze niezaleznie od ustalonego automatu sktadowego
n = —1 (mod p;)
czyli spelnia uktad kongruencji

n = —1 (mod p;1)
n = —1 (mod ps)

n=—1 (mod p)

Na podstawie chinskiego twierdzenia o resztach wiemy, ze istnieje dokladnie
jedno rozwiazanie w przedziale [0, P —1]. Tym rozwiazaniem jest P —1. |ws'| <
|ws| implikuje n < P — 1, zatem otrzymujemy sprzeczno$é.

Na koniec obliczmy liczbe stanéw CRTj oraz dlugosé ws.

k
[Q(CRTY)[ =1+ Zpi <1+k*logk
i=1

k
lws| =4+2(P—1) = 2+2Hpi < 9l+klogk
i=1



Dysponujac rodzing PDFA CRT} o zadanych wczesniej wlasno$ciach mo-

zemy pokazacé, ze wzrost dlugosci minimalnego slowa ostroznie synchronizuja-

n
logn "

cego jest wigkszy niz wielomianowy. Niech k = Wtedy ograniczenie na

liczbe stanéw CRTj ma postaé

n n n
AN | -1 _
Og(logn) tn logn

n>1+2k%logk=1+ loglogn

logn
stad otrzymujemy nieréwnosc¢
nloglogn > logn

ktéra zachodzi dla odpowiednio duzego n. Wiemy zatem, jakiej wielko$ci CRTy
mozemy skonstruowaé¢ majac dane n stanéw!. Ustalmy zatem p(n) = O(n?).
Zbadajmy teraz asymptotyke ograniczenia dolnego na dlugo$¢ minimalnego
stowa ostroznie synchronizujacego:

21-&-‘ /ﬁlog, /ﬁ/nd _ e(loge 2) (144 /%log, /@)—dlogn

dla odpowiednio duzego n:
n > d*(logn)?

wtedy

e(log‘e 2)(1+4/ 1057 log /1557 ) —dlogn > 1

zatem dla odpowiednio duzego n dlugos¢ minimalnego stowa ostroznie synchro-
nizujacego CRT N jest wigksza od dowolnego wielomianu.
ogn

1By pozostaé w zgodnosci z treécia zadania nalezy skomentowaé, ze aby CRT} miat do-
ktadnie n stanéw, mozemy go powiekszy¢ dodajac odpowiednia liczbe stanéw dookota stanu
qg, tak by nie naruszy¢ jego synchronizowalnosci.



