Zadanie 75

GdziejestNemo?

4 kwietnia 2020

Tres¢ zadania
W zadaniu obowiazuja nastepujace oznaczenia:
¥ ={a,b,c,d},
P bedzie najmniejsza symetryczng relacja spetniajaca

Vwes+ P(w,€)
vaeva, vEX* P(UJ,’U) = P(aw,av).

Dla L C ¥* definujemy :

Lyjq={w € ¥x: Jper P(w,v) Al|w|/|v| = p/q}

Niech L € ¥* bedzie regularny. Czy wynika z tego, ze:
A jezyk Lg/p jest regularny?

B jezyk U2, Ly/; jest regularny?

Rozwigzanie

a) Czy jezyk L3/, jest regularny?

Ten jezyk to jezyk stow w, ktorych prefiks o diugosci %|W\ nalezy do L. Pokaze,
ze jezyk ten nie jest regularny.

Dowdéd. Wezmy jezyk L = L(a*). Zalézmy nie wprost, ze istnieje automat roz-
poznajacy L3 DFA A =<X,6,q,,Q, F >. Niech |Q| = n.

Spéjrzmy na zbiér stéw {e,a?, a*,...,a®"}. Zbiér ten ma n + 1 elementéw. Z
zasady szufladkowej Dirichleta wiemy, ze istnieja 0 < ¢ < j < n takie, ze
5(Q0,02i) = 5(Qo7a2j)~

7 tego wynika, ze 8(qo, a®b7) = 6(qo, a21b7). Latwo zauwazy¢, ze slowo a2bl €



L3/2 .
Aby a?'b’ nalezalo do Ly 3, stowo a2ib39=31 musialoby naleze¢ do L, a poniewaz
J > i nie bedzie to prawda. Zatem nasz automat nie rozpoznaje Ly /3. O

b) Czy jezyk U L,/ jest regularny?

Ten jezyk, to jezyk stow w dla ktorych istnieje i-razy dtuzsze stowo nalezace do
L, ktorego prefiksem jest w. Niech DFA A =< 3,6, q,, Q, F' > bedzie automatem
rozpoznajacym L. Niech |Q| = k. Skonstruuje automat NDFA rozpoznajacy ten
jezyk.

Nasz automat rozpoznajacy U2, Lq,; bedzie si¢ skladal z dwoch automatow
pomocniczych:

1. automatu DFA A

2. automatu NDFA C, ktéry dla dowolnego stanu g € @, stowa w oraz dowol-
nego i bedzie liczyl w jakich stanach moze sie znalezé A, jezeli znajdowal
sie w stanie ¢ i wezytal dowolne stowo dlugosci i|w|.

Aby skonstruowaé C' skonstruujemy ciag automatéw NDFA Cy, C4,.... C;,
ktéry liczy dla dowolnego stanu ¢ € @ i slowa w, w jakich stanach moze si¢
znalezé A, jezeli znajdowal sie w stanie ¢ i wezytal dowolne stowo dlugosci i|w|.
Konstrukcje C; mozna stworzyé w podobny sposob jak w zadaniu 23. Nasz au-
tomat bedzie wykonywal krok epsilonowy do kazdego mozliwego stanu g starto-
wego i zapamieta ten stan. Nastepnie bedzie sprawdzal do jakich stanéw moze
dojs¢ ze stanu g wykonujac po ¢ dowolnych krokéw dla kazdej wezytanej litery.

Ci =< ;03 4i,0; Qi3 0 >
Qi CQXxQUqgpo

Funkcje przejécia zdefiniujemy w sposob indukcyjny.

6i(gi0,€) ={< ¢,9 > q € Q}
6o(< q1,q2 >,a) = {< q1,q2 >}
0i(< q1,q2 >,a) = {< q1,q1 > JgzeQ (< q2,93 >€ 6i-1(< q2,92 >,a) A Fvex 6(q3,b) = qu)}
7Z tej definicji wynika, ze < q1, g2 >€ (5;(< q1,q >,a), gdy istnieje stowo dlugosci

i, takie ze automat A po wezytaniu go zmieni stan z g na go
<q1,92 >€ 51(< q1,9 >aa) A EIUEZ* U| =i 5((],0) =4q2

Lemat 1. < ¢1,q4 >€ 5Z(< q1,q2 >, w), wtedy i tylko wtedy gdy istnieje stowo
dlugosci ilw|, takie Ze automat A po wezytaniu go zmieni stan z g na qq. Innymi
stowy:

< q1,qa >€0i(< @1, g2 >, w) S Fpes- v = i|w| Ad(g2,v) = @




Dowdd. Udowodnie zalezno$é indukeyjnie wzgledem dlugosci stowa |w| na wej-
Sciu.

1. w € ¥ - wynika z konstrukeji d;. (Mozna przeprowadzi¢ naturalny dowo6d
indukcyjny po indeksach kolejnych automatéw dla tego faktu.)

2. Z.1. Dla kazdego stowa w, takiego ze |w| < n, spelnione jest < q1,q4 >€ 6}(<
q1,q2 >, w) & Tyess|v] = ilw| A d(ga,v) = qa.

Wezmy dowolne stowo w € £"F!. Niech w = ma, gdzie a € 2.

:> ~

Wiemy, ze < q1,q4 >€ 0;(< q1,q2 >, w).

Z tego wynika, ze istnieje takie g3, ze < q1,q3 >€ 51(< q1,92 >,m) 1< q1,q4 >€
5i(< Q1,493 >, a)'

Korzystajac z zalozenia indukcyjnego dla stowa m istnieje stowo v’ dlugosci in,
takie ze 6(g2,v") = gs.

Korzystajac z przypadku 1 < q1,q4 >€ 5i(< q1, 93 >, a) to istnieje u o dlugosci
i, takie ze (g3, u) = q4. Zatem 6(ga, v't) = q4.

e

Wiemy, ze Jpex-|v| = i|lw| A §(g2,v) = qa.

Niech v = yz, y € 2, 2 € %, g3 = 6(q2, 7).

Z zalozenia indukcyjnego dla stowa m otrzymujemy:

< q1,q3 >€ 0i(< q1,q2 >, m). . .

Wiemy takze z przypadku 1, ze < q1,q4 >=< ¢1,0(q3,2) >€ 0;(< q1,q3 >, a),
poniewaz z jest dlugosci 7. Zatem < q1,qq4 >€ 5,-(< q1,q2 >,Ww).

O

Teraz zdefiniujemy na tej podstawie C.
C =< %000} oo,03 Qooi 0 >
Q c Q X Q U Goo,0
5oo(qoo,07€) = {< q,q > q S Q}
5oo(< q1,42 >7a') = U§061(< q1,492 >,CL)
Zauwazmy, ze sumy czesciowe po zbiorach stanéw kolejnych automatéw beda
ciaggiem zbioréw monotonicznych wzgledem inkluzji i ograniczonych z gory wiec
od pewnego momentu beda stale. Zatem 0., bedzie dobrze okreslona i mozna
ja policzy¢ przez policzenie sumy czeéciowej skonczonej liczby zbioréw stanow.
Teraz zdefiniujemy automat NDFA A’ =< X,¢', ¢, Q', F' >
rozpoznajacy U2, Ly ;.
Q' CQxQw
4 =< 4o, qo0,0 >
6/(< 40, 40,0 >,w) = {< 6(q03 w)a‘]oo >0 € 500(Qoo,07w)}
F={<q¢,<q,qs >>:q5 € F}
Stany akceptujacy to stany oznaczajace, ze ze stanu koncowego da sie doj$é

wielokrontoscia dotychczas wykonanych krokéw do stanu akceptujacego w A,
co jest réwnowazne nalezeniu do U2, Ly ;.



