Algorytmy Kwantowe
Lista 3

1. Entropiai teleportacja

Zadanie 1 [1 ebit + 1 qubit > 2 bity]

Trudno$¢: $rednie Punktow: 4
Alicja i Bobek przygotowuja sobie pare EPR (czyli % |00) + % |11)), a nastepnie kazde z nich bierze po
jednym qubicie i rozstaja sie. Alicja formuluje 2-bitowa wiadomo$é by b;, ktdéra chce przekazaé Bobowi.
Dokonuje nastepujacych operacji na swoim qubicie:

* Jedli by = 1, przepuszcza swoj qubit przez bramke NOT.

* Jedli b, =1, przepuszcza swéj qubit przez bramke Z = ((1) _01 )

Wysyta swéj qubit Bobowi. Jakiego przeksztatcenia unitarnego ma on dokonaé na obu qubitach, by za
pomoca pomiaru wydedukowaé wiadomos¢ od Alicji?

Wskazowka: Rozpisz sobie mozliwe stany kwantowe. Napisz macierz przeksztalcajaca do nich stany
bazowe ija odwrdé.

Zadanie 2
Trudnos¢: srednie Punktoéw: 3
Zaprojektuj obwdd kwantowy realizujacy te operacje.

2. Paradoks Hardy’ego
Alicja i Bob wyprodukowali nastepujacy stan 2 qubitow:

[00) +[01) +|11)

V3

Alicja dostaje pierwszy qubit, Bob bierze drugi. Nastepnie kazde z nich rzuca moneta. Je$li wypadnie Orzet,
to po prostu mierza swoj qubit. Jesli wypadnie reszka, przepuszczaja swoj qubit przez bramke Hadamarda
i mierza.

) = (H® H)

Zadanie 3
Trudnoé¢: fatwe Punktow: 3
Dowiedz nastepujacych stwierdzen:

(a) Jesli Alicja wyrzuci O i Bob wyrzuci O, to jest mozliwe, ze zmierza stan |11).

(b) Jesli Alicja wyrzuci O, za$ Bob wyrzuci R, to jest niemozliwe, zeby zmierzyli stan |10).

(c) Jesli Alicja wyrzuci R, za$ Bob wyrzuci O, to jest niemozliwe, zeby zmierzyli stan [01).



(d) Jesli Alicja wyrzuci R i Bob wyrzuci R, to jest niemozliwe, zeby zmierzyli stan |11).

Zadanie 4
Trudnoé¢: $rednie Punktéw: 2
Pan Hardy przestawia nastepujace rozumowanie:

1. Z punktu (a) poprzedniego zadania mozna wyciagna¢ wniosek, ze jesli Alicja wyrzuci orta i dokona
bezposredniego pomiaru swojego qubitu stanu [i), to moze zmierzy¢ |1).

2. Skoro Alicja po wyrzuceniu orla moze zmierzy¢ |1), to z punktu (b) mozna wyciagna¢ wniosek, ze
Bob nie moze zmierzy¢ |0) jesli wyrzuci reszke (czyli dokona Hadamard-plus-pomiaru).

3. Podobnie mozna wywnioskowaé, ze jesli Alicja wyrzuci reszke i przepusci swdj bit przez bramke
Hadamarda, to nie moze zmierzy¢ |0).

4. Zatem jesli oboje przepuszcza swoje qubity przez bramki Hadamarda, to muszg zmierzy¢ |[11) —

wszak zadne z nich nie moze zmierzy¢ |0), co stoi w sprzeczno$ci z punktem (d) poprzedniego zada-
nia.

Czy pan Hardy ma racje?

Uwaga: To zadanie trzeba rozwiazaé porzqdnie.

3. Kryptografia

W protokotach kwantowego uzgodnienia klucza mamy troje graczy — Alicje, Boba i Ewe. Alicja i Bob chca
umowic sie na wspdlny losowy ciag bitdéw i utrzymacé go w tajemnicy przed Ewa. O jednym takim protokole
rozmawiali$my z Piotrem Wieczorkiem podczas dni otwartych'. 20 lat po nim powstal inny, podobny
algorytm — SARG04. Dziala on nastepujaco:

1. Alicja losuje dwa ciagi po n bitow. (a;) ,, to wartosci, (b;) , to bazy. b; = 0 wskazuje na baze

i=1,..,
(00, [1); by = 1 na baze {1+) = 45(0) + 1)) 1) = 5(0) - [1)}.

2. Alicja wysyla do Boba fotony, i-ty qubit to a; w bazie wskazanej przez b;.

i=1,..,

3. Bob losuje swoj ciag n losowych bitéw — b’. Mierzy kazdy otrzymany qubit w bazie wskazanej przez
b’. Nie wie oczywiscie, czy b; = b;.

4. Alicja ujawnia dla kazdego qubitu x; dwie wartosci — jedna jest prawdziwa, a druga losowa pocho-
dzaca z drugiej bazy (moze zatem wystac jedna z czterech wiadomosci).

5. Jesli Bob jest w stanie wydedukowa¢ na podstawie swojego pomiaru oraz wiadomosci Alicji orygi-
nalna warto$¢ bitu a;, to bit ten staje sie czedcia uzgodnionego klucza.

6. Na koniec Alicja i Bob poréwnuja (na publicznym kanale) wartosci losowo wybranej 1/2 z uzgod-
nionych bitéw. Jesli wykryja niezgodnos¢, uznaja, ze Ewa ich musiata podstuchiwaé i zawieszaja
komunikacje.

Zadanie 5

Trudnoé¢: latwe Punktéw: 1
Ewa przejela qubit |x) i dokonata na nim pomiaru w jakiej$ bazie, a nastepnie przestata tak spolaryzowany
foton Bobowi. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze Alicja i Bob zorientuja sie?

Zadanie 6

Trudnos¢: latwe Punktow: 2
Proponujemy nastepujacy atak na protokét BB84. Ewa przechwytuje foton po drodze miedzy Alicja i Bo-
bem. Zastosowuje na nim bramke CNOT: (« |0) + ]1))]|0) — «a |00) + p|11). Jeden qubit z tego splatanego

Thttps://youtu.be/njgUPWIWYUM? t=3964; Protokdt jest bardzo prosty i warto obejrze¢ wyktad lub przeczytaé jego opis na Wiki-
pedii


https://youtu.be/njgUPWlWYUM?t=3964

stanu wysyta do Boba, a wiec dostaje on stan a |0) + 1) — taki jaki wystala do niego Alicja. Drugi foton
Ewa zmierzy w odpowiedniej bazie, gdy Bob i Alicja ja ujawnia (to jest réznica miedzy BB84 i SARG04).
Czemu ten atak nie dziata?

Zadanie 7 [No-cloning theorem]
Trudno$¢: $rednie Punktéw: 3
Pokaz, ze nie istnieje operacja U zmieniajaca stan |x)|0) na |x)|x).

Wskazowka: Operacje unitarne zachowuja iloczyn skalarny.

Zadanie 8

Trudno$¢: latwe Punktow: 1
Pokaz, ze twierdzenie to jest prawdziwe nawet jesli |x) moze by¢ réwny tylko |0), [1), |[+) lub |-).

Zadanie 9

Trudno$¢: latwe Punktow: 3

W praktyce do wysytania fotonéw w protokotach uzgodnienia klucza uzywa sie laseréw, ktére w pojedyn-
czym strzale czasem wyemituja 0 fotondw, czasem 1, a czasem wiecej. Nasz laser z prawdopodobienistwem
p» wysyla przynajmniej 2 fotony zamiast jednego, a z prawdopodobieistwem p; < p, wysyla az 3 (lub
wiecej). Jaka czes$¢ klucza moze odkryé Ewa, jesli jest w stanie przejaé¢ nadmiarowe kopie spolaryzowanych
fotondw.

Zadanie 10
Trudnos¢: srednie Punktoéw: 3
Jakie beda p; i p; jesli liczba fotonéw w strzale pochodzi z rozktadu Poissona o $redniej réwnej 0,2?

3.1 Kopiowanie kwantowych pieniedzy

Majac w reku autentyczny kwantowy banknot (wedtug schematu Wiesnera) chcemy wyprodukowaé dwie
kopie, ktére obie przejda weryfikacje przez bank. Qubity w banknocie sa niezalezne (niesplatane) wiec
falszowa¢ bedziemy qubit-po-qubicie. Zatézmy zatem, ze nasz banknot ma jeden qubit.

Zadanie 11

Trudnoé¢: fatwe Punktow: 2
Wskaz nie korzystajaca ze splatania procedure, ktéra wyprodukuje 2 banknoty, ktére bank zaakceptuje z
prawdopodobieristwem 5/8.

Zadanie 12

Trudno$é: tatwe Punktéw: 2

Bardziej skomplikowana procedura bedzie wygladata tam. Przygotowujemy stan |[¢p) = [00) ® |x), gdzie |x)

pochodzi z banknotu. Przepuszczamy go przez operacje o nastepujacej specyfikacji:

[000) > \/_g 1000) + [110) +]101)+|011)
2 V12

[001) £|111>+ |001) +]010) +[100)
2 V12

Nastepnie mierzymy pierwszy qubit, a na banknotach umieszczamy pozostate dwa.
Z jakim prawdopodobiefistwem oba banknoty przejda weryfikacje przez bank?

Zadanie 13
Trudnoé¢: trudne Punktoéw: 5
Powiedzmy, ze bank chce unikna¢ ataku interaktywnego, o ktérym moéwilismy na wyktadzie. W zwiazku z
tym zwraca wlascicielowi tylko banknoty, ktére przejda weryfikacje.

Zadanie polega na zaprojektowaniu ataku, ktéry wysyta banknot do weryfikacji bardzo duzo razy, ale
prawdopodobienistwo, ze bank kiedykolwiek stwierdzi fatsz jest bardzo mate.



Wskazowka: Powiedzmy, ze bank wybucha (jak bomba), gdy zmierzy qubit w odpowiedniej bazie i po-
miar da wynik inny niz oczekiwano.
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