Zadanie Hb.

Maciej Korpalski

Tresé: Czy zbidér takich stéw nad alfabetem {0, 1}, ktére maja parzysta
dhugos¢, i w ktorych pierwszej potowie jest przynajmniej tyle samo jedynek,
co w drugiej potowie, jest bezkontekstowy?

Rozwiazanie: Jezyk z tresci zadania (nazwijmy go L) nie jest bezkon-
tekstowy. Pokazemy to uzywajac lematu o pompowaniu.

Zatozmy nie wprost, ze jezyk L jest bezkontekstowy. Wtedy niech p bedzie
stata z lematu o pompowaniu dla jezyka L. Rozwazmy stowo w = 0P1P0P1P €
L. Wiemy, ze mozna je podzieli¢ na pie¢ czesci w = uvryz takich, ze dla
kazdego k € N mamy uvfxy*z € L, vyl < pi Jvy| > 0.

Mamy kilka przypadkéw na to, gdzie moga znalezé si¢ podstowa v, x,y
(nalezy tu zauwazy¢, ze skoro |vzy| < p, to stowa v,y nie moga zawieraé
takich samych znakoéow z réznych potéw stowa w).

e Stowa v,y zawieraja jedynie zera z pierwszej czedci stowa w.
Rozwazmy stowo w; = uvvryyz. Jesli stowo w; jest parzystej dtugoscei,
to ma dlugos¢ przynajmniej 4p + 2, w tym 2p jedynek. Koncowe 3p
znakéw stowa wy sa takie same jak stowa w (y zawiera si¢ w pierwszych
p znakach, czyli |uvxy| < p). Skoro dtugosé drugiej potowy stowa w;
to przynajmniej 2p + 1, musi ona zawiera¢ przynajmniej p + 1 jedynek
(konicowe p oraz czesé srodkowych). Mamy wiec wy ¢ L.

e W przynajmniej jednym ze stéw v,y znajduje si¢ jedynka z pierwszej
potowy stowa w.
Rozwazmy stowo w; = wxz. Dhugo$¢ nowego stowa wynosi przynaj-
mniej 3p (poniewaz |wy| = 4p — |uv| > 3p). W takim razie zadna z p
jedynek z konica stowa w nie moze sie znalezé w pierwszej potowie stowa
wy. W stowie w; jest mniej niz 2p jedynek, przy czym przynajmniej p
z nich jest w drugiej jego potowie. Mamy wiec wy ¢ L



e Stowa v,y zawieraja jedynie zera z drugiej potowy stowa w.
Rozwazmy stowo w; = uzz. Stowo w; ma dhugos¢ mniejsza niz 4p, wiec
jego pierwsza potowa bedzie miata mniej niz 2p znakéw. W takim razie
znajdzie sie w niej mniej niz p jedynek (poniewaz znajduje sie w niej
p zer z poczatku stowa w). Skoro jedynek w stowie wy jest 2p, a w
pierwszej potowie jest ich mniej niz p, to mamy w, ¢ L.

e W przynajmniej jednym ze stéw v,y znajduje sie sie jedynka z drugiej
potowy stowa w.
Rozwazmy stowo w; = wvvryyz. Stowo w; ma dlugo$é co najwyzej
5p, wiec pierwsza potowa tego stowa ma dtugo$é mniejsza niz 3p. Jesli
luv| > 3p, to pierwsza polowa w; odpowiada pewnemu poczatkowi
stowa w, wiec ma co najwyzej p jedynek. W przeciwnym przypadku v
musi zawieraé¢ same zera oraz |uvvxy| > 3p i pierwszej potowie stowa
wy znoéw wystepuje co najwyzej p jedynek, podczas gdy w calym stowie
jest ich wiecej niz 2p, czyli wy ¢ L.

Przy czym w kazdym przypadku moze sie tez zdarzy¢, ze stowo, ktoérego
nienalezenie do L postulujemy jest nieparzystej dtugoséci. Wtedy tym bardziej
nie jest ono elementem jezyka L.

Skoro niezaleznie od potozenia stéw v,y stowa w nie mozna pompowaé
wewnatrz jezyka L, to jezyk L nie jest bezkontekstowy.



