Zadanie 81

Maciej Korpalski

Tresé: Niech A C {(,),[,],(,)}* bedzie jezykiem poprawnie rozstawionych
nawiaséw trzech rodzajéw zas$ B C {(,),[,]}* jezykiem poprawnie rozstawionych
nawiaséw dwoch rodzajow. Pokaz ze A <,y B.

Przypomnienie definicji: Dla A C ¥*, B C X} mamy A <,y B wtw, gdy
istnieje transducer 7 taki, ze Vw € ¥* w € A < fr(w) € B.

Dowdd. Skonstruujmy transducer Mealy’ego, ktory zdefiniuje funkcje ze zbioru
A w zbiér B.

Niech T = (X,%1, @, qo, 0, 0), gdzie:
e X={(),[LL
e 3 = {(7)7 [7]}7

e Q={q},
e ) =1idg
. o(q0, () = ((,
- (q0,)) =),
— olq,[) = [,
— o(qo,]) =1},
(

Moéwiac potocznie, automat zmienia kazdy nawias z 1 w dwa takie nawia-
Sy, a nawiasy spoza Y zmienia w pary roznych nawiaséw otwierajacych lub
zamykajacych.

Nalezy pokazaé, ze Vw € A fr(w) € B oraz Yw € ¥* fr(w) € B= w € A.

W celu pokazania pierwszej implikacji przeprowadzmy indukcje wzgledem
rozmiaru nawiasowan w € A. Przypadek bazowy to nawiasowanie puste, ktére
automat przeksztalci na nawiasowanie puste, ktére jest poprawnym nawiasowa-
niem w B.

Niech A, = {w € A : |w| < 2n}. Zalézmy, ze dla kazdego w € A,, zachodzi
fr(w) € B. Dowolne nawiasowanie v € A, mozna przedstawi¢ w jednej z
dwbch postaci:

e v =120"0v", dlav v’ € A,, mamy wtedy

fr(v) = fr(v")fr(v") € B,



e av'a’ dlav' € A, oraz a,a’ € ¥ (gdzie a jest nawiasem otwierajacym, a’
zamykajacym tego samego typu) i w takim przypadku
fr(v) = fr(a)fr(v')fr(a’) € B, poniewaz fr(a)fr(a’) € B.

W obu przypadkach korzystamy z hipotezy indukcyjnej oraz z faktu, ze automat
ma tylko jeden stan. Powoduje to, ze jego dzialanie si¢ nie zmienia po wczy-
taniu dowolnego wejscia. Rozwazenie obu tych przypadkéw pokazuje pierwsza
implikacje.

W celu pokazania drugiej implikacji wezmy w € ¥* \ A i pokazmy, ze
fr(w) ¢ B. Sa dwie mozliwosci (nie sa one rozlaczne, ale pokrywaja mozli-
we przypadki):

e w nawiasowaniu w jest zbyt duzo nawiaséw otwierajacych.
Liczba par nawiaséw w stowie f7(w) odpowiada liczbie nawiaséw w stowie
w, wigc w nawiasowaniu fr(w) tez jest zbyt duzo nawiaséw otwierajacych,
czyli fr(w) ¢ B.

e w nawiasowaniu w wystapil zly nawias zamykajacy (tzn. nie zamykajacy
ostatniego niezamknietego otwartego nawiasu).
W tej sytuacji nastapi identyczna kolizja w nawiasowaniu f7(w), czyli

fr(w) ¢ B.
Co konczy dowdd. O



