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Zadanie 15. Dodanie do definicji wyrazen regularnych pozwolenia na

uzycie symbolu N, oznaczajacego przekrdj jezykoéw nie umozliwia re-

prezentowania nowych zbioréw, wyrazenia jednak staja sie krotsze.
Udowodnij, ze uzycie N moze wyktadniczo skrocié¢ wyrazenie.

Wskazowka: rozwazyé jezyk sktadajacy sie z 1 stowa (. .. ((agar)?as)? . ..

Dowdd. Zdefiniujmy, wedtug wskazowki, nastepujacy ciag stéw nad al-
fabetem ¥ = {ag, ai,...,a,}
wy = (Clofh)2

Wy = (wkflak)z

Niech Ly = {wy}. Latwo zauwazy¢, ze gdyby$my uzyli operatorow +
lub * to dostalibysmy jezyk o wiecej niz jednym stowie. Zatem najkrot-
szym wyrazeniem opisujacym jezyk L bedzie po prostu stowo wy, a
jego dtugos¢ mozemy opisaé nastepujaca zaleznoscia rekurencyjna

wi| = Jwg—1apwy—1ax| = 2|wy_1| + 2

co po rozwiazaniu daje nam |wy| = 3 - 2F — 2 = ©(2F).
Wskazmy teraz wyrazenie o dlugosci wielomianowej wzgledem k
wykorzystujace N, ktore definiuje Lj. Niech

Gpp=ao+ar+ -+ ag

Latwo zauwazy¢, ze Lyy to wszystkie stowa nad alfabetem X, w ktorych
nie wystepuja litery ag, axi1, ..., ay,.
Pokazemy, ze szukanym wyrazeniem opisujacym Ly jest

Ur = (Yr—1a)" N (Qrardrar)

gdzie wl = wWjq.
Udowodnimy indukcyjnie, ze ¢ jest wyrazeniem regularnym opi-
sujacym tylko stowo wy. Podstawa indukcji jest oczywista. Zauwazmy



zatem, ze wyrazenie (¢y_1ax)*, zgodnie z zatozeniem indukcyjnym, opi-
suje wszystkie stowa postaci (wy_1ax)® dla pewnego i € N. Latwo za-
uwazy¢, ze w stowie wy_; nie wystepuja litery ag, agiq, ..., a,. Zatem
wystarczy tylko zapewnié, ze ¢ = 2 lub réwnowaznie, zapewnié¢, ze sg
doktadnie dwie litery ax. Wezmy zatem wyrazenie (¢jar¢jax). W sto-
wach pasujacych do tego wyrazenia litera a; moze wystapi¢ doktadnie
dwa razy. Zatem v definiuje stowo (wy_1ax)? = wy, co konczy dowod
indukcyjny.

Pokazemy tez, ze faktycznie dtugo$é¢ wyrazenia 1), jest wielomia-
nowa wzgledem k

(U] = [Vr—1ak| + 2(|¢x| + [ak])
= |Yp_1| +2k+3

<(k —1)(2k + 3) + 11| = O(K?)

gdzie oczywiscie |pr| = k



