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Zadanie 41. Czy relacja dodawania jest automatyczna? Przez relacje dodawania
rozumiemy tu {(a,b,c) € N3 :a+b=c}.

1 Definicja relacji automatycznej
Zdefiniujmy funkcje 1 : {0,1}* — N jako
1) = 0,1(0w) = 2(w), [(1w) = 2(w) + 1

Dla liczby naturalnej k zdefiniujmy 3; = {0,1}* Dla liczb naturalnych j < k
zdefiniujmy funkcje I3, : 5 — {0,1}* jako

I (€) = €, (a1, az, . . ., a; . .., ap)w) = axlll(w)

gdzie (a1,a2,...,a;,...,a5) € L.

Relacje R C N¥ nazwiemy na tej liécie zadai automatyczna, jesli jezyk Lg zlo-
zony z tych stéw w € X7, dla ktérych zachodzi R(I(ITL (w)), (T2 (w)), . . . , {(IIF (w))),
jest regularny.

2 Roéwnowazne zapisanie problemu
Niech R, - relacja dodawania. 7 definicji relacja dodawania jest automatyczna,

gdy
Lpy ={w € 35 : Ry (I(T3(w)), {(TT3(w)), 1(TT3(w)))} (1)

jest regularny. Pokazemy, ze istnieje DFA rozpoznajacy ten jezyk.

Mamy

Ry (11T (w)), U(IT5 (w)), LI (w))) = [1(IT3(w)) + (I (w)) = I(T(w)]  (2)
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Niech w = (a1, ag, as), (aa1,aas,aas){aaa;,aac > aaz) ... Zauwazmy, ze
mozemy zapisa¢ jako

0 w=¢€
Ww) =
a+20v) w=av,a € X3,v € X}
Wtedy

[1(TT3 (w))H(IT3 (w)) = [(TI3(w)] = [a1+2aa1+4aaa; +- - -+as+-2aaz+4aaas+- - - = az+2aaz+4aaaz+. . .|
(3)

co jest réwnowazne dodawaniu dwoch liczb w zapisie binarnym - dodajemy

cyfry dwéch liczb binarnych (od najmniej znaczacych) i sprawdzamy, czy w

danym momencie wynik dodawania dwéch liczb jest réwny trzeciej. Automat,

ktory skonstruujemy, bedzie sprawdzal ta ceche - jego stany zapamietuja relacje

wyniku dodawania dwéch liczb do tej pory do trzeciej liczby (tu przez relacje

mamy rozumiemy mniejszo$é, réwnosé, badz wigkszosé).

3 Konstrukcja DFA rozpoznajacego R

3.1 Stany

1. qo, bedacy jednocze$nie stanem poczatkowym i jedynym stanem akceptu-
jacym; stan, w ktérym zachodzi réwnosé (3)

2. g1, bedacy stanem niekakceptujacym, ale z ktorego mozna przejs¢ do stanu
akceptujacego; stan, w ktérym lewa strona (3) jest wigksza od prawej c
2" gdzie n to dlugosé¢ wezytanego stowa

3. g2, bedacy stanem, z ktérego nie mozna przej$¢ do zadnego innego stanu,
w szczegollnosci akceptujacego; w tym stanie roznica miedzy lewa a prawa
strong wynosi najwyzej 2" !, gdzie n - dlugoéé wezytanego stowa.

3.2 Schemat
Na rysunku 1.

4 Dowdd poprawnosci
e Stan poczatkowy jest stanem akceptujacym (oczywiste).

e Przejscia ze stanu akceptujacego na siebie: to takie, ze do lewej strony réw-
nosci (3) dodajemy tyle samo, co do prawej, co zachodzi dla (0,0, 0), (1,0,1), (0,1, 1).

e Przejscia ze stanu akceptujacego do go - dla liter takich, ze po dodaniu
parzystosci lewej i prawej strony sa rézne - uzasadnienie: lewa i prawa
strona beda rézni¢ sie o 2", gdzie n to dlugos¢ dotychczas wezytanego
stowa, jednak wczytujac nowe litery bedzie mozliwe dodawanie wylacznie
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Faktycznie, tak można zdefiniować l, ale nie zostało tak zdefiniowane bo litera 0 i cyfra 0 to niekoniecznie te same obiekty.
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Rysunek 1: DFA rozpoznajacy jezyk generowany przez relacje dodawania

wieksze potegi dwdjki. Zatem nigdy nie zajdzie rownoé¢ miedzy lewa i
prawa strong. Zachodzi dla (0,0,1), (1,1,1), (1,0,0), (0, 1,0).

e Przejscie ze stanu akceptujacego do ¢; - dla (1,1,0). Do lewej strony
dodajemy 2711,

e Przejscia ze stanu ¢ na siebie. Lewa strona réwnania jest o 2" wieksza
od prawej, gdzie n to dlugos¢ dotychczas wczytanego slowa. Mozemy
utrzymac ten niezmiennik (przy wezytaniu kolejnej litery) poprzez dodanie
do lewej strony 2" (litery (1,0,0),(0,1,0)) lub dodanie do lewej strony
27+l a do prawej 2" (litera (1,1,1)), wtedy lewa strona bedzie wigksza
od prawej o 2711,

e Przejscie ze stanu ¢; do stanu akceptujacego - poniewaz lewa strona jest
wigksza od prawej o 2", gdzie n to dlugos$¢ wezytanego stowa, jest tylko
jedna mozliwoé¢ przejscia do stanu akceptujacego - dodanie 2™ do prawej
strony (litera (0,0, 1)).
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e Przejscia ze stanu ¢; do stanu g2 - analogia do przejsé¢ ze stanu poczatko-
wego do stanu g - jesli nie utrzymamy niezmiennika przebywania w stanie
¢1 ani nie wyréwnamy réznicy miedzy stronami réwnania (przechodzac
tym samym do stanu akceptujacego), to wezytujac kolejne litery nigdy nie
zniwelujemy réznicy, poniewaz nie beda istniaty takie kombinacje liniowe
wyzszych poteg dwdjek. Zachodzi dla liter (0,0, 0), (1,1, 0), (1,0, 1), (0,1, 1).

5 Podsumowanie

Pokazaliémy tym samym, ze po wczytaniu dowolnego wyrazu powyzszy DFA
sprawdza poprawnosé réwnosci (3), co jest rbwnowazne z pokazaniem, ze relacja
R, jest automatyczna.

Rozwigzanie jest poprawne. Podoba mi sie rysunek. Wydaje mi sie, ze
opis mogtby by¢ bardzej zwigzty oraz mozna napisa¢ wpros, ze automat relaizuje
dodawanie pisemne.





