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1. Tortury algebra liniowa

Zadanie 1

Trudnos¢: tatwe Punktow: 3
Sprzezenie Hermitowskie macierzy A = (a; ;) to macierz At = (aj,i), gdzie a + bi = a — bi (sprzezenie liczby zespolonej).

Pokaz, 7e (AB)" = BTA™.

Zadanie 2

Trudnos¢: tatwe Punktow: 2
Pokaz, ze jedli Vx € CN (x| M |x) = (x|x), to M musi by¢ macierza identycznosciowa.

Zadanie 3

Trudnos¢: srednie Punktow: 2
Pokaz, 7e je$li macierz A zamienia legalne stany kwantowe na legalne stany kwantowe, to A~ = AT (czyli A jest macierzq
unitarng).

Zadanie 4

Trudnos¢: srednie Punktow: 1
Operacja CNOT zamienia stan |a, b) na |a, a ® b). Jak wyglada macierz operacji VCNOT, ktéra, zastosowana dwukrotnie, jest
rownowazna CNOT?

2. Pomiar

Powiedzielidémy sobie, ze jesli nasz stan kwantowy w przestrzeni zdefiniowanej przez stany bazowe |0),[1),...,|N — 1) (stany te
moga odpowiadaé ciagom bitéw—gdzie kazdy bit to polaryzacja pojedynczego fotonu, wtedy N = 2", gdzie n to liczba fotonéw)
jest rowny |¢p) = Zf\io ;i) to stan i zmierzymy z prawdopodobiefistwem |a;|*. A co sie stanie ze stanem, gdy zmierzymy tylko
jeden qubit (foton)? Na przyktad mamy dwa fotony. Pomiar pierwszego daje

|0y, z prawdopodobienstwem |ago|? + |ag |
|1), zprawdopodobiefistwem |ao|* + |a,|?

Co sie dzieje wtedy z pozostalym stanem kwantowym? To jest niestety bardziej skomplikowane i catego formalizmu, ktéry
opisuje takie sytuacje nauczymy sie dopiero pod koniec semestru (m.in. dlatego, ze wymaga to zdefiniowania, bedziemy chcieli
zawsze mierzy¢ wszystko na kornicu algorytmu), ale mozna mysle¢, ze dzieje sie to samo, co z prawdopodobienstwem warunko-
wym, czyli jedli z pomiaru wyjdzie |0), to nasz stan zmienia sie w
oo |0) + apy |1
0)® 0010) 01|>.
lavgol? + lagy 12
Fizycy nazywaja to redukcjq albo zapadnieciem sie funkcji falowej.
Zadanie 5
Trudno$¢é: tatwe Punktow: 1
Stan GHZ to %HOOO) +|111)). Pokaz, ze nie jest on iloczynem tensorowym stanéw pojedynczych fotondw (czyli jest splatany).

Zadanie 6

Trudnoé¢: latwe Punktéw: 1
Pokaz, ze po zmierzeniu jednego z trzech qubitéw, stan staje sie niesplatany. Niezaleznie od wyniku tego pomiaru.

3. Paradoks Hardy’ego

Alicja i Bob wyprodukowali nastepujacy stan 2 qubitow:
[00) +101) +|11)
NG .
Alicja dostaje pierwszy qubit, Bob bierze drugi. Nastepnie kazde z nich mierzy swéj qubit w bazie {|+), |-)}.
Zadanie 7

Trudno$é: tatwe Punktéw: 3

Dowiedz nastepujacych stwierdzen:

) =
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@) 1) = R 104) + 1.
(b) 1) = J5100)+ Y2 +1).

(c) Gdyby oboje zmierzyli swoje fotony w bazie standardowej, to nigdy nie uzyskaja stanu |[10).
(d) Alicja i Bob wspoélnie zmierza stan |-—) z prawdopodobiefistwem 11—2

Zadanie 8

Trudnoé¢: $rednie Punktéw: 2

Pan Lucien przestawia nastepujace rozumowanie:

1. Z punktu (a) poprzedniego zadania mozna wyciagna¢ wniosek, ze prawdopodobienistwo, ze Bob zmierzy |+) pod warun-
kiem, ze foton Alicji jest spolaryzowany poziomo wynosi 1.

2. Z punktu (b) poprzedniego zadania mozna wyciagna¢ wniosek, ze prawdopodobiefstwo, ze Alicja zmierzy |+) pod wa-
runkiem, ze foton Boba jest spolaryzowany pionowo wynosi 1.

3. Z punktu (c) poprzedniego zadania mozna wyciagnaé wniosek, ze foton Boba jest spolaryzowany pionowo lub foton Alicji
jest spolaryzowany poziomo.

4. Zatem, skoro przynajmniej jeden z warunkéw wymienionych w punktach 1-2 zachodzi, to jest niemozliwym, by Alicja i
Bob zmierzyli stan |-—), co stoi w sprzecznoéci z punktem (d) poprzedniego zadania.

Czy pan Lucien ma racje?

4. Kryptografia

Zadanie 9

Trudnoé¢: tatwe Punktéw: 1
W protokole BB84, Ewa przejeta qubit |x) i dokonala na nim pomiaru w jakiej$ bazie, a nastepnie przestala tak spolaryzowany
foton Bobowi. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze Alicja i Bob zorientuja sie?

Zadanie 10

Trudnoé¢: fatwe Punktow: 2

Proponujemy nastepujacy atak na protokét BB84: Ewa przechwytuje foton po drodze miedzy Alicja i Bobem. Zastosowuje na

nim bramke CNOT: (a |0) + ]1))]0) — a'|00) + S|11). Jeden qubit z tego splatanego stanu wysyta do Boba, a wiec dostaje on

stan a |0)+ S [1) — taki jaki wystata do niego Alicja. Drugi foton Ewa zmierzy w odpowiedniej bazie, gdy Bob i Alicja ja ujawnia.
Czemu ten atak nie dziala?

Zadanie 11 [No-cloning theorem]|
Trudno$é: Srednie Punktéw: 3
Pokaz, ze nie istnieje operacja unitarna U zmieniajaca stan |x)|0) na |x) |x).

Wskazowka: Operacje unitarne zachowuja iloczyn skalarny.

Zadanie 12

Trudnos¢: tatwe Punktow: 1
Pokaz, ze twierdzenie to jest prawdziwe nawet jesli |x) moze by¢ réwny tylko [0), 1), [+) lub |-).

Zadanie 13

Trudno$¢: fatwe Punktéw: 3
W praktyce do wysytania fotonéw w protokotach uzgodnienia klucza uzywa sie laseréw, ktére w pojedynczym strzale czasem
wyemituja 0 fotondw, czasem 1, a czasem wiecej. Nasz laser z prawdopodobiefistwem p, wysyla przynajmniej 2 fotony zamiast
jednego, a z prawdopodobienstwem p3 < p, wysyla az 3 (lub wiecej). Jaka cze$¢ klucza moze odkry¢ Ewa, jesli jest w stanie
przeja¢ nadmiarowe kopie spolaryzowanych fotondw?

Zadanie 14

Trudno$é: $rednie Punktow: 3
Jakie beda p, i p3 jesli liczba fotonéw w strzale pochodzi z rozkltadu Poissona o $redniej réwnej 0,2?
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