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1 Wprowadzenie

Zdefiniujmy funkcje [ : {0,1}* — N jako l(e) = 0, I(0w) = 2l(w), (1w) = 2l(w) + 1.

Dla liczby naturalnej k zdefiniujmy >, = {0, 1}*.

Dla liczb naturalnych j < k zdefiniujmy funkcje H? > — {0,1}* jako: H?(e) =€, H?((al,aQ, Oy Q)W) =
ajH;? (w), gdzie (a1, az, ...aj, ...ax) € Y. Relacje R C N* nazwiemy automatyczna, jedli jezyk Lg zlozony
z tych stéw w Yy, dla ktérych zachodzi R(I(I1% (w)), L(IT5 (w)), ...l (IT¥ (w))), jest regularny

2 Zadanie

Czy relacja dodawania jest automatyczna? Przez relacje dodawania rozumiemy tu {(a,b,c) € N3 : a+b = c}.

3 Rozwigzanie

Odpowiedz: Tak, relacja dodawania jest relacja automatyczng. Pokazemy to konstruujac deterministyczny
automat skoticzony rozpoznajacy takie stowa w € Y dla ktérych zachodzi [(I13 (w)) + (I3 (w)) = {(II3(w)).
Funkcja [ dla danego stowa reprezentujacego liczbe w zapisie binarnym od tytlu zwraca jego wartosé
liczbowa. ‘
Funkcja IIj, jest projekcja, dla kazdego wyrazu z ), zwraca jego j-ta skladowa, dla kazdego stowa z Zz
zwraca j-te sktadowe z wyrazéw(liter) z ktérych stowo sie sklada

"\sum" => "\Sigma"

3.1 Automat
Rozwazmy automat A = (", qo, @, F,0), ktéry prezentuje si¢ nastepujaco:

{110,101, 011,000}

{111,100, 010}

00,010,001}

{011,101, 000}

Idea automatu jest realizowanie dodawania pisemnego.
Q sklada sie z nastepujacych stanow:
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e stan akceptujacy - qo
e stan z przeniesieniem 1 - ¢ - stan w do ktérego beda trafia¢ takie stowa w, ze w € Y5 oraz [(II3(w)) +
(T3 (w)) = (T3 (w)1)

e ¢» stan nieakceptujacy do ktérego trafiaja stowa z ktore nie sa prefiksem zadnego stowa nalezacego
do relacji dodawania np. 110110 (a (mod 1003) = 113, b (mod 1003) = 112, ¢ (mod 100) = 0, wiec
niezaleznie od dalszych liter a + b (mod 1002) = 102 # ¢ (mod 1002))
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dowdd.

Dalej autror dowodzi 3.2.1
poprawnosci dodawania

Plsaemnege. W dowodzie twierdzenia bedziemy korzysta¢ z nastepujacej obserwacji: dla x € ), zahodzi l(wz) = spelicheck

I(w) + 2*li(x). Dowéd latwo wynika z definicji funkcji I (I(w) oblicza warto$é w jako liczy w zapisie
dwéjkowym od tylu).

3.2.2
Oznaczmy nastepujace zbiory:
e Qo = {w: (I3 (w)) + I(TT3(w)) = I(I13(w))} - zbiér stéw spetiajacych relacje dodawania.

o Q1 = {w: (IG(w)) +1(IT3(w)) = [(TI3(w)1)} - zbiér stéw spetniajacych relacje dodawania z przeniesie-
niem 1.

e Q2= :\(QoUQ1)
Pokazemy ze wszystkie stowa z (); w naszym automacie trafiaja do stanu ¢; dla i=0,1,2.

3.2.3 Lemat:

wEQQ:VmGE wr € Qo
3

spellcheck  Proof. Nie wprost. Zaluzmy ze istnieje z € )5, ze wx € Qo. Wtedy dla k = |w| przeksztalcajac:
(I (wa)) + 1113 (we)) = [(I5(wz))
dostajemy:
[(ITF (w)) + U3 (w)) + 2" (1T () + 1(IT3(2))) = (1T (w)) + 2"I(IT3(x))

Latwo wywnioskowaé, ze

e jezeli by zachodzilo z € {011,101,000} (czyt. [(IT3(z)) +1(113(z)) = I(I13(x))), to musialo by zachodzi¢

I(IT (w)) + I3 (w)) = I(IT5(w)) wiee w € Qo,
e jezeli x = 001 to (T3 (w)) + I(TT3(w)) = I(TI3(w)) + 2% = I(TI3(w)1) wiec w € Q.

e Przypadek w ktérym x € {111,100,010,110} nie moze zajéé, bo dla takich x zachodzi: I(IT$(wz)) +
LT3 (wz)) > L(T3 (wz)).

Analogicznie jezeli zalozymy ze istnieje x € Y4, ze wx € Q1. Wtedy:

LI (w)) + U(IT5(w)) + 25 (I (2)) + U(IT3(x))) = LTI (w)) + 2"I(I5 () + 25+
Podobnie jak wczesniej wnioskujemy, ze jezeli € {111,100,010} to w € @1, = 110 to w € @, a dla
x € {001,011,101,000} mamy (113 (wx)) + [(TI3 (wz)) < (I3 (wz)1)}.
Zatem jezeli wx € Q3 to w € Q. (Implikacja w drugg strone tez jest prawdziwa, ale ta nam wystarczy
do dowodu)
|



3.2.4 Lemat:

Zachodza nastepujace wlasnoéci:
a) 0(qo,w) =qo & w € Qo

b) d(qo,w) =q1 & w € Q1

Zauwazmy ze z tej wlasnoSci, oraz definicji zbioru Q2 od razu wynika (gg, w) = g2 < w € Q.

Proof. Indukcyjnie wzgledem dlugosci stowa w pokazemy ze zdanie jest prawdziwe dla dowolnego w € Y 5.
1. dla w = € teza jest oczywista.

2. Zakladamy poprawnosé naszej tezy dla kazdego w dlugosci |k|. Checemy pokazaé ze dla kazdego stowa
postaci wz, x € ), zachodza nastepujace wiasnisci :

a) 0(qo, wr) = qo < wz € Qo,
b) d(qo, wz) = q1 & wx € Q1.

Dowdéd wlasno$ci a)
= zalézmy ze 0(qo, wz) = go. Wtedy patrzac na schemat automatu mamy dwie mozliwoséi:

e z € {011,101,000} oraz 6(qo,w) = qo - wtedy z zalozenia indukcyjnego w € Qq, wiec
LI (we)) + (113 (wa)) = U(IE (w)ITF (2)) + {3 (w)IT3(x)) = (1T (w)) + (T3 (w)) + 2" (T3 (@) +
(T3 (2))) = I(I(w)) + 2*(IT§(x)) = {(TT3(wx))

stad wx € Q.

e £ =001 oraz §(qo, w) = q1 - wtedy z zalozenia indukcyjnego w € Q1. Wtedy
(11 ) -+ (T ) = T )+ )+ 24 (T )+ (IT) = T (0)1) +25(0-+0) =
I(IL5(wz))
Wi@?} wx € Qo

< zaldézmy ze wx € Qp. Wtedy mamy 2 mozliwosci:

e w € Qq - przeksztalcajac réwnanie: (115 (wz)) + [(T13 (wx)) = I(I13 (wx))
dostajemy:
U(IE (w)) + 2411 () + LTI (w)) + 211 () = U(IT (w)) + 241(IT3 ()
U(IT} () + (B () = UIT (x))
Latwo sprawdzié ze te réwnosc spelniaja tylko x € {011,101, 000}, wiec z zalozenia indukcyjnego
5(go, w) = qo, wnioskujemy ze 6(qo, wz) = qo

e w € Q7 - Analogicznie jak poprzednio przeksztatcajac [(IT3 (wx)) + (113 (wx)) = 1(113(wz))
dostajemy:
U(TE (w) + 24T (&) + (T () + 24T () = I (w)1) + 24(T () — 2*
(I (@) + 1(IT(x)) = (T () — 1)
tatwo sprawdzi¢ ze jedynie x = 001 spelnia ta réwnosé.

Przypadek gdy w € @2 nie jest mozliwy z lematu 3.2.3.

Dowdd wlasnoéci b)
Dowodzimy analogicznie:
= zaluzmy ze 0(qo, wx) = ¢1. Wtedy mamy dwie mozliwoséi:

e x =110 oraz §(qo, w) = qo - wtedy z zalozenia indukcyjnego w € Qq, wiec I(I13 (wx))+I (113 (wx)) =
H(IT (w)IT (2)) + WII3 (w)IT3(2)) = L(IT3 (w)) + LI (w)) + 281 = I(IT3(w)) + 25+ = (I (wa)1),
wiec wz € Q.



e 1 € {111,100,010} oraz §(qo, w) = ¢1 - wtedy z zalozenia indukcyjnego w € Q1. Wtedy 1(113 (wx))
(I (wx)) = U(IT (w)) + 1T (w)) + 2° (1T (=) + 1 (2))) = (T (w)1) + 2*(I(T(2)) + 1
[(T13 (wz)1), wiec wz € Q1

<« zaldzmy ze wx € Q1. Wtedy mamy 2 mozliwoéci

x)1) dostajemy:

e w € Qq - przeksztatcajac réwnanie: (115 (wz)) + [(113(wx)) = ( 1
= (I3 (w)) + 2MI(T13(x)) + 27+

LI (w)) + LT3 (w)) + 27 (T () + (T3 ()
(I3 (2)) + LT3 () = [(TT3(x)) + 2

Moze by¢ spelnione tylko dla = = 110. Wiec z zalozenia indukeyjnego §(qo, w) = go, wnioskujemy
ze 6((]07“‘)3:) =q1

e w € Q1 - Analogicznie jak poprzednio przeksztalcajac
(I (wz)) + W1 (wz)) = |(IT5(wz)1)
dostajemy:
LT3 (w)) + 281113 () + LT3 (w)) + 281113 () = (T3 (w)1) + 2 (U(TT3 () — 1) + 2*F
(I (2)) + (I3 () = {(TT3()) + 1
Oczywiscie spelniaja to tylko x ze zbioru {111,100,010}. Wiec §(qo, wz) = q1

w nie moze naleze¢ do @2, z lematu 3.2.3.

Wiec wlasnosei a) i b) sa spelnione dla wszystkich w € Z; Ta pierwsza dowodzi poprawnosci naszego
automatu.





