Barbara Zieba

Zadanie 76. Pokaz ze istnieje takie ¢ > 0, ze dla kazdego m € N istnieja n > m i L C ¥*
takie, ze minimalny DFA rozstrzygajacy L ma n stanow, za$ kazdy DFA rozstrzygajacy L/, ma

przynajmniej cn? stanéw.

Rozwigzanie

Wezmy k € N. Niech ¥ = {0,1}, a L C ¥* sklada sie z tych stow, ktore maja dokladnie
k jedynek. Oczywiste jest, ze minimalny automat rozpoznajacy L ma okoto k stanéw — musi
pamigtad, ile jedynek juz przeczytal. Natomiast jesli chodzi o jezyk Ly /2, wydawac by si¢ mogto,
ze zawiera on stowa, ktore maja co najwyzej k jedynek. Nie jest to prawda, zapominamy o
warunku, ze przeczytaliSmy doktadnie potowe stowa z L. Np. dla k = 5 stowo 01 nie nalezy do
Ly/3. Stowo z L, ktorego pierwsza polowa byloby 01, mialoby 4 litery, czyli nie mozna do 01
dopisaé¢ dwoch liter tak, by powstale stowo mialo w sumie 5 jedynek. W takim razie, intuicyjnie,
dla jezyka L;/o musimy pamigtac ile przeczytaliSmy juz jedynek oraz ile przeczytaliSmy juz zer,

co bedzie dawalto kwadratowa wzgledem k liczbe standw.

Dowod

Ustalmy k € N. Niech L € {0, 1}* bedzie jezykiem slow zawierajacym dokladnie &k jedynek.

DFA rozstrzygajacy L

Niech @ = (¢0,41,92,---,qk,qu) 1 jedyny stan akceptujacy to gx. Po przeczytaniu i jedynek
automat bedzie znajdowaé sie w stanie ¢;, jesli 0 < i < k, a w qg jesli k < i. Oczywiscie qo
to stan poczatkowy, po przeczytaniu 0 automat zostaje w tym samym stanie, po przeczytaniu 1

idzie z ¢; do qiy1, 2 qx do qm, lub zostaje w qg. Ten automat rozpoznaje L i ma k + 2 stany.

Minimalny DFA rozstrzygajacy L,

Skoro jezyk L jest regularny, to jezyk L;/o jest regularny (pokazaliSmy to w innym zadaniu).
Aby pokazac ograniczenie dolne na liczbe stanéw automatu rozpoznajacego Ly /2, rozwazmy stowa
w;; = 1°07 dla 4,5 € {0,1,..., L%J} Okazuje sie, ze dla (i1, j1) # (i2, jo) mamy S(qo,wiw’l) #*
5(qo, Wiy j,). Rozwazmy dwa przypadki:
o il 7é ig
Bez straty ogdlnosci niech i1 < i5. Zauwazmy, ze slowo wihjllk*“ = 110511%~% nalezy
do jezyka Ly 5 (zawiera dokladnie k jedynek). Natomiast stowo w, j,1F7% = 172072150

nie nalezy do L /5, poniewaz zawiera wigcej niz k jedynek.

e i1 =iy (nazywajmy je po prostu i) oraz ji # ja

1



Znowu bez straty ogo6lnosci niech j; < js. Dla x = k — 2¢ — j5 rozpatrzmy stowa:

up = w; j,0° = 1'07107 = 170k~ —72

uy = w; j,0% = 1'0720% = 1702

Pokaze, ze uy ¢ Lyjs i ug € Lyo.

W stowie u; jest i jedynek, a jego dtugosé to k —i + j1 — jo < k —i. Aby otrzymaé stowo
ktore zawiera k jedynek (nalezy do L) potrzebujemy dopisaé¢ co najmniej k — ¢ znakow do

stowa w1, zatem wy nie nalezy do Ly 5.

Natomiast |us| = k — i oraz us0*~* € L, wiec up nalezy do Ly/s.

Pokazalismy ze dla kazdej czworki iy,i2,71,72 € {0,1,..., L%J} istnieje stowo v takie ze
5(qo, Wiy V) F (qo, W;, j,V), poniewaz jeden z tych stanow jest akceptujacy, a drugi nie. Z tego

wynika, ze 5((]0,11)2'1,]'1) # 5(qo,wi2,j2). Zatem minimalny automat musi mie¢ |% |2 > (52)2 >
(k=3)*
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Zatem dla n z zadania bierzemy k = n — 2. Wtedy minimalny DFA rozstrzygajacy L ma
(k—=3)* _ (n=5) _

co najwyzej n stanow, za$ kazdy DFA rozstrzygajacy Lo ma przynajmniej —g— = ~5— =

stanow.

Q(n?) stanow.



