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Definicja 1. Niech ¥ = {a, b, ¢, d}. Niech P C ¥* x¥* bedzie okreslona
jako najmniejsza symetryczna relacja taka, ze:

— dla kazdego w € ¥* zachodzi P(w,¢);
— dla kazdego a € ¥ i kazdych w,v € ¥* jesli P(w,v) to P(aw, av).
Przez L, ., gdzie L C X*, oznacza¢ bedziemy jezyk:
{we X :wveLAPw,v)Alw|/|v]=p/q}

Zadanie 75 (a). Niech L C ¥* bedzie regularny. Czy wynika z tego,
ze jezyk L3/ jest regularny?

Dowod. Wykorzystamy lemat o pompowaniu, zeby pokazaé, ze taki
jezyk nie jest regularny.

Rozwazmy jezyk L = {b' : i € N}, ktory oczywiscie jest regularny,
bo jest opisywany przez wyrazenie regularne b*. Niech n bedzie stata z
lematu o pompowaniu i rozwazmy stowo

w = b2nan

Oczywiscie w € Lgjs, a Swiadkiem spelnienia definicji bedzie stowo

v = b* (bo v jest prefiksem w oraz g—z = %) Niech zatem w = zyz
bedzie podzialem z lematu (a wiec |zy| = 0™, gdzie m < n). Zatem

zachodzi rowniez
oylz =2z € L3/

— Jesli 3 1 |xz| sprzecznosé otrzymujemy od razu, bo $wiadek na
nalezenie do L3/, musialby mie¢ dlugos¢ niebedaca liczba natu-
ralna.

— Jesli natomiast 3 | |xz| to takze |y| = 3k

Tz = b2n—3kan



Zgodnie z definicja relacji P, v bedace swiadkiem przynalezenia xz
do Ls/s byloby jego prefiksem dlugosci %|azz\ = 2n—2k. Ale wtedy
v jest postaci b*" 3%k, czyli w szczegolnosci nie jest ciagiem sa-
mych liter b, wiec nie moze naleze¢ do L. Otrzymana sprzecznosé
konczy dowdd.
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Zadanie 75 (b). Niech L C ¥* bedzie regularny. Czy wynika z tego,
ze jezyk U2, Ly jest regularny?
Dowdd. P(w,v) w naturalnym jezyku oznacza "w jest prefiksem v, lub

v jest prefiksem w". Zmienimy nieco definicje jezyka z zadania na row-
nowazng tj.

U L1 = LU U Lty

i=1 k=1

gdzie zauwazmy, ze
Lyjgeyry ={w € ¥* : Jvwv € L A Jv| = klw|}
Idea tej transformacji jest taka, ze

e Oczywiscie L/, = L — wynika to wprost z wybierania $wiadkow,
oraz faktu, ze Vw € ¥* P(w,w)
e Wygodniej nam mysle¢ o wyborze sufiksu o odpowiedniej dtugo-
Sci, niz wyborze $wiadka z poprzedniej definicji.
Wiedzac, ze suma dwoch jezykoéw regularnych dalej jest regularna, wy-
starczy udowodnic¢ zatem, ze L' = UpZ; L1/(k+1) jest regularny. Wezmy

automat A = (3, Q, qo, F, 0) rozpoznajacy jezyk L. Skonstruujemy au-
tomat A" = (3, Q’, qp, F”, ") rozpoznajacy powyzszy jezyk.

Q@ =QxP@Q"?

F'r={(q,f) € @ :3n f"({q}) N F # 0}
9 = (qo,id)
'((q, f),a) = (6(g, a), 9)
gdzie
9(8) ={0(¢,b) : b e ¥,q € f(5)}

O ile powyzsza konstrukcja moze wydawaé sie zawita, to tak na-
prawde jej motywacja jest bardzo prosta. Gdy dostajemy stowo w,
czytajac je znak po znaku w naszej funkcji w pewnym sensie zapa-
mictujemy dlugosé w.



Innymi stowy, jesli &'((qo,1d), w) = (¢, f), to f({q}) to zbior wszyst-
kich stanéw, do jakich potrafimy doj$¢ po |w| krokach wychodzac od
stanu ¢. Analogicznie f2({q}) — wszystkie stany, do jakich potrafimy
dojsé po 2|w| krokach od ¢, f3({q}) — stany po 3|w| krokach itd. Zatem
jesli mamy jakies k takie, ze w zbiroze f*({q}) istnieje stan akceptu-
jacy, to znaczy, ze dla stlowa |w| mozemy skonstruowaé¢ swiadka v (o
dtugosci k|w|), ktory potwierdzi, ze w € Ly (1)

Udowodnijmy zatem nieco bardziej formalnie, ze L = L'

e (C). Wezmy dowolne stowo w € L 4. Niech

A

5l((Q07id>7w) = (Q7f) € F/
Wezmy takze jakies n, takie, ze f™({q}) N F # 0 i niech p be-
dzie jakims$ stanem nalezacym do tego przekroju. Istnieje zatem
Sciezka dtugosci n|w| od stanu g do stanu p, a Sciezka ta wyznacza

nam jakies stowo nalezace do jezyka L. Dokladnie to stowo jest
swiadkiem, ze w € Ly/(n41), poniewaz wv € L.

e (D) Wezmy w € L'. Istnieja zatem k € N, v € ¥* takie, ze wv € L
oraz |v| = k|lw|. W takim razie

~

d(qo,wv) € F

S(QO, wv) € fk({S(Qm w)})

Skoro jednak ten stan nalezy do obu tych zbioréw jednoczesnie,
to w takim razie ich przekrdj jest niepusty, a wiec w € L 4.
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