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1 Zadanie nr 76

1.1 Tresé

Pokaz ze istnieje takie ¢ > 0, ze dla kazdego m € N istniejgn > mi L C X* takie, ze minimalny
DFA rozstrzygajacy L ma n stanéw, za$ kazdy DFA rozstrzygajacy L,/ ma przynajmniej cn?
standw.

1.2 Rozwigzanie

Dla ustalonego m, wezmy n > m — parzyste. Niech ¥ = {0,1} 1 L = {w € ¥* : #1(w) = n}
(#1(w) := liczba jedynek w stowie w, analogicznie bede oznaczal liczbe zer przez #0(w)).

L jest regularny. DFA rozpoznajacy L moze mieé¢ n + 2 standéw, reprezentujacych liczbe jedy-
nek stowa od 0 do n i jeden dodatkowy, méwiacy, ze liczba jedynek jest wieksza od n. Funkcja
przejécia 9, oraz zbior stanéw akceptujacych okreslona jest w sposéb naturalny.

Lemat 1:

Kazdy DFA rozpoznajacy L ma przynajmniej n standw.

Wezmy dowolny DFA A rozpoznajacy L i zbior A = {w; := 1" : 0 < i < n}. |A] =n+ 1.
Pokaze, ze dla kazdej pary w;, w;(i # j) 5(q0, w;) # S(qo, wj), co implikuje, ze A ma przynaj-
mniej n + 1 stanéw.

Gdyby dla pewnych i < j 8((]0, w;) = 5(610, wj) to zachodzilaby réwniez réwnosé 5(610, w;1" ) =
5(q07wj1n_j ), lecz stan po prawej stronie réwnosci jest akceptujacy, a po lewej nie, co daje
sprzecznosc.

Lemat 2:

Kazdy DFA rozpoznajacy L/, ma Q(n?) standw.

Wezmy dowolny DFA B rozpoznajacy Ly, i zbiér B = {v;; := 107 : 2i +j < n}. |B| = Q(n?)
().

Zauwazmy, ze Lo = {w € X" : #0(w) + 2*#1(w) > n A #1(w) < n}. Jest tak dlatego, ze
dowolne stowo v € ¥*, ktdrego prefixem jest w i |v| = 2|w| ma maksymalnie #0(w) +2*#1(w)
jedynek, a minimalnie #1(w) (i moze mie¢ dowolna posrednia liczbe jedynek).

Analogicznie do dowodu poprzedniego lematu pokazg, ze dla (i, j) # (7, j)

0(qo,vij) # 0(qo, virjr), co wystarczy.

Zauwazmy, ze dla i < i’ 6(qo, vij) # 5(qo, vyjr). W przeciwnym wypadku mieliby$my :



3((]0, 1n0j) = 5((]0, 1"72'1)1‘]‘) = 5(qO, 1”72'1)7;/]'/) = S(QO, 1n7i+i’0j’)
1"07 e Ly, a =it ¢ Lyijy (bon —i+i' >n) co daje sprzecznosc.
Musze wiec tylko pokazaé, ze dla j < j 5(q0,vij) =+ 3(q0,vij/). Znoéw, gdyby 5(q0,vij) =
S(qo, v;;) moglibysmy stowo 073" =2 wtedy:

5((]0, 11'0]'0”7]./721‘) = 5((]0, Uijonijlim) = S(QQ, Uijlonfjlizi) = 8((]0, 1i0jl0n7jl72i)

Stowo 17070n~7'=20 = 190" +9=9"=% ¢ L, poniewaz 2i +n+j—j —2i =n+j—j % n,
natomiast stowo 107" 0n—7'~2 = 1ignti’=i'~2i ¢ Lyp, bo 2i +n + J =i =2i=n>n(i
i < n), co znéw prowadzi do sprzecznoéci. Stad dowolnie wybrane B rozpoznajace L; 5 ma
przynajmniej |B| = Q(n?) stanéw, co nalezalo pokazaé.
*Bl=(n—-1)+n-3)+(n—-5)+...+3+1

2B+ 5 =n+(n—-1)+..+241, wicc

(
|B| = "("4_1) -5 = "{%3” > %nQ dla odpowiednio duzego n.
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