Rozwigzanie zadania 40 wersja L

Grzegorz Klocek
March 2020

1 Wprowadzenie

W zadaniu rozwazamy CzeSciowe Deterministyczne Automaty Skonczone (PDFA). PDFA rézni sie od DFA
tym, ze funkcja przejscia § moze byé¢ w nim funkcja czeSciowa, to znaczy 0(q,a) moze nie by¢ okreslona dla
niektérych par q, a, gdzie ¢ € @ i a € ¥. W rezultacie, dla niektorych stéw w € ¥* i standéw ¢ € @, wartosé

0(gq,w) moze by¢ nieokreslona.

Dla danego PDFA A = (X, Q, qo, F, 6) i zbioru S C Q, przez csync(S) (,zbidr stéw ostroznie synchronizu-
jacych S”) oznaczmy zbiér takich stéw w € ¥* ze dla kazdego g € S wartos$é ) (¢, w) jest okreslona, oraz dla
kazdych dwoch standw q, go € S zachodzi (g, w) = §(qo,w). Zauwazmy ze, definicja nie zalezy od wyboru
stanéw qg i F' a tylko od zbioru stanéw @, od alfabetu X i od funkcji przejscia 9.

2 Zadanie

Udowodnij, ze dla kazdego (dostatecznie duzego) n istnieje PDFA A = (¥, @, qo, F, J), taki ze csync(Q) jest
niepusty ale nie zawiera stowa krétszego niz p(n), gdzie p jest dowolnym, ustalonym wczesniej, wielomianem.
Zakladamy, ze ¥ = {0, 1, 2}.

3 Rozwigzanie

Dowd6d pokazemy przez konstrukeje takiego czeSciowo deterministycznego automatu (X, Q, qo, F, ) dla da-
nego n.

3.1 Konstrukcja automatu

Zalezy nam na tym zeby najkrétsze stowo z csync(Q) miato dlugo$é asymptotycznie wieksza niz dowolny
wielomian. Nasz automat bedziemy przedstawiaé¢ w postaci grafu z krawedziami skierowanymi ilustrujacymi
funkcje przejscia 9.

Idea naszego rozwiazania bedzie nastepujaca: graf naszego automatu bedzie sie sktadal z cykli o dlugo-
$ciach bedacych réznymi liczbami pierwszymi. A konkretniej bedzie to m poczatkowych liczb pierwszych,
gdzie m jest takie ze: Y ;' p; < n < ZZ"H p;. Bedziemy sie staraé, aby dtugosé najkrdtszego stowa z csync(Q)
byla wigksza niz II7 ,p;. Wéwczas na mocy nieréwnosci zawartych we wskazéwee: n < (m + 1)%log(m + 1)
oraz 17" p; > 2mlogm  dostajemy I opi > 2V Dlugo$¢ takiego slowa bedzie wiec wieksza od dowolnego
wielomianu zmiennej n.

Krawedzie kazdego z cykli beda oznaczone litera 0 i wszystkie beda skierowane zgodnie z ruchem wska-
zéwek zegara. Dodatkowo nasz graf bedzie posiadal jeden szczegdlny wierzchotek ¢, do ktorego kazdy cykl
bedzie potaczony krawedzia z litera 1. Bedzie to docelowy wierzcholek, w ktérym znajda si¢ wszystkie stany
po zaaplikowaniu na nich funkcji b ze slowem w € esync(Q).

Tak prezentuje sie pogladowy rysunek fragmentu naszego grafu z jednym cyklem ktérego dlugosé to p;:



q

Kazdy ze stanéw q; 0, ¢i,1,i,2---Gi,(p;—1) jest dodatkowo polaczony ze stanem ¢; 1 krawedzia z litera 2.
Ponadto stan ¢ bedzie polaczony ze sobg krawedziami oznaczonymi literami 0,1,2 (co nie zostalo zawarte na
rysunku).

Lacznie mamy juz p; + ps... + pm + 1 stanéw. Dla pozostalych mozemy skonstruowaé¢ analogiczne cykle
jednoelementowe z krawedzig 1 do q. Poza wymienionymi krawedziami, zadnych innych nasz automat nie
posiada (z definicji PDFA wiemy ze nie jest to wymagane). OczywiScie wybdr stanu poczatkowego oraz
stanéw akceptujacych nie jest istotny dla rozwiazania tego zadania.

3.2 Dowdd dzialania automatu

Jak wezedniej wspomnielidmy, wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego slowa w € ecsync(Q) jego dlugosé jest
wigksza niz iloczyn liczb p1, ps...pm.

rozpatrzmy najkrétsze stowo w € csync(Q). Niech |w| = k, oraz w; oznacza i-ta litere w. Zdefiniujmy
zbiory stanéw @; w nastepujacy sposob:

e Q=@Q
® Qi ={0(gi—1,wi) : qi—1 € Qi—1}
lub réwnowaznie Q; = {0(qo, w1wa...w;) : go € Q}
Oczywiscie wartosci 0(qo, wyws...w;) oraz 6(g;, w;) sa okreslone bo w € csync(Q)
Wiec Q; to zbiér standw, jakie otrzymalibySmy po zaaplikowaniu funkcji przejscia § z i-elementowym pre-

fiksem na zbiorze Q.
Dowdéd wynika z nastepujacych prostych obserwacji:

e Q. = {q} czyli po wezytaniu calego w dla kazdego ze stanéw, nasze stany synchronizuja sie w q. To
wymusza wy, = 1, w przeciwnym wypadku musialo by zachodzi¢ Qi—1 = {¢} co przeczy minimalnosci
w.

e (Qr—1 oprocz q, zawiera punkty g; o, czyli te elementy kazdego z cykli, ktére sa polaczone z ¢ litera 1.

e przed wy nie moze pojawié sie 1. W przeciwnym wypadku przeczylto by to minimalnosci w, lub musie-
liby$my wywotaé¢ d; na stanie z ktorego nie wychodzi krawedz 1, co oczywiscie zaj$é nie moze.

e w1 = 2 bo musimy uzy¢ 2 w celu synchronizacji stanéw na kazdym cyklu oraz nie ma sensu uzywac
wczesniej 0, poniewaz dalo by to Q1 = Qg co z kolei przeczylo by minimalnosci w.



e Péiniejsze uzycie 2 skutkowalo by powrotem do @1, co by przeczylo minimalnosci w.

e Cykl o dlugoéci p; jest zsynchronizowany w punkcie ¢; o tylko po p;, 2p;, 3p;... krokach automatu (nie
liczac wy 1 wy pozostale litery to 0).

e Wszystkie cykle beda zsynchronizowane w odpowiadajacym im punktach ¢; ¢ (osiagniemy zbiér stanéw
Qr—1) tylko po NWW (p1,p2...pm) = 7% op; krokach. Innymi stowy k — 1 = II[” p;.



