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Zadanie 77. Niech L C ¥* bedzie CFL. Czy wynika z tego, ze L34 jest CFL?

1 Definicje

Przyjmiemy ze ¥ = {a,b,c,d}. Niech P C ¥* x ¥* bedzie okreslona jako
najmniejsza symetryczna relacja taka, ze:
o dla kazdego w € ¥* zachodzi P(w,¢)
e dla kazdego a € ¥ i kazdych w,v € ¥£* jesli P(w,v), to P(aw, av);
Przez L, gdzie L C ¥* oznaczaé bedziemy jezyk:
{we ¥ :JvvelAPwv)Alw|/vl=p/q}

2 Kontrprzyktad

OdpowiedZ na pytanie postawione w tresci zadania brzmi: nie. Kontrprzykla-
dem jest nastepujacy jezyk L:

L ={a"b"c™a" dla n € N}

3 Uzasadnienie

Udowodnimy, ze L jest CFL oraz ze L34 nie jest CFL.
Twierdzenie 1 (L jest CFL). Pokazemy, ze istnieje CFG, ktora generuje L.
Dowdéd. Rozwazmy nastepujaca gramatyke:

(S) E aSa | M

(M) E bMc | e



Krétkie uzasadnienie: wezmy symbol S. Produkuje on ciagi a”Ma™. Z kolei
produkcje z M generuja ciagi b™c™. Stad Lig yy = L. O

Twierdzenie 2 (L3/4 zawiera wyrazy postaci a"bmc(m+")/2).

Dowdd. Wezmy dowolne v = a™b™c™a™. Oczywiscie v € L. Wtedy w =
anbmentm)/2 ¢ Ls3,4, poniewaz:

1. P(w,v)

Dowdd. 7 definicji relacji P mamy P(c™~™/2a" ), stad z przemienno-
$ci P mamy P(e, c(m_")/Qa”), stad - na mocy reguly postawania nowych
elementéw relacji P:

P(anbmc(m+n)/2, anbmc(m+n)/20(mfn)/2an)
czyli P(w,v). O

2. |w|/|v| = 3/4

Twierdzenie 3 (Jesli w € L3/ i w = a™b™c!, to I = (n+m)/2).

Dowéd. Wynika to z faktu, ze P jest najmniejszg relacja spetniajaca warunki
definicji, a to znaczy, ze jesli P(w,v), to w jest prefiksem v badz odwrotnie. O

Twierdzenie 4 (L34 nie jest CFL).

Dowdd. Niech Lz, bedzie CFL, N - stata z lematu o pompowaniu dla CFL,
dla jezyka L3, 4. WeZzmy 2z = aVbN e, Na mocy twierdzenia 2 z € L34 Niech

1. z = wvwzy
2. lvwz| < N
3. Dla jasnosci: pompujemy v oraz x. Wykladnikiem jest k.

4. A - wykladnik przy a, B - wykladnik przy b, C - wyktadnik przy c; przy-
jelismy A=B=C=N.

Rozpatrzmy przypadki:

e vwx catkowicie w a™b"V. Wtedy (dla k = 0):
C>(A—|v|+B—|z|)/2

Czyli nie zachodzi twierdzenie 3.



e niepuste v w bV i x niepuste w ¢ Musi by¢ (dla k = 2):
C+lz|=(A+B+|v])/2
Czyli |z| = |v|/2. Jednak wtedy (dla k = 3):
C+2lz| < (A+ B+ 2v|)/2
Nie zachodzi zatem twierdzenie 3.
e vwz catkowicie w ¢V. Wtedy (dla k = 0):
C—v|—|z| < (A+ B)/2
I znéw nie zachodzi twierdzenie 3.

Powyzsze przypadki wyczerpuja mozliwosci dobrania wyrazéw spetniajacych le-
mat o pompowaniu dla CFL. Sprzecznos¢. O



