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Zadanie 40L. Udowodnij, ze dla kazdego (dostatecznie duzego) n istnieje
PDFA (3,Q,qo, F,9), taki ze |Q| = n i ze csync(Q) jest niepusty, ale nie za-
wiera stowa krétszego od p(n), gdzie p jest dowolnym, ustalonym wczesniej,
wielomianem. Zakladamy, ze ¥ = {0,1,2}.

Definicja PDFA PDFA jedynie rézni si¢ od DFA tym, ze funkcja przejécia
0 moze by¢ funkcja czesciowa, to znaczy d(g,a) moze nie byé okre$lona dla
niektérych par (g, a), gdzie g € Qia € X.

Definicja zbioru csync Dla danego PDFA A = (2, Q, qo, F, ¢) i zbioru S C
Q, przez csync(S) oznaczmy zbidr takich stéw w € ¥* ze dla kazdego g € S
warto$é d(g, w) jest okreslona, oraz dla kazdych dwéch stanéw ¢, ¢’ € S zachodzi

d(g,w) = d(q',w).

Rozwigzanie Niech p bedzie wielomianem. Ustalmy n € N (dostatecznie
duze). Skonstruujemy PDFA A = (3,Q,qo, F, ) takie, ze |Q| = n oraz dla
kazdego w € esync(Q) |w| > p(n).

Idea konstrukcji PDFA ChcielibySmy skorzystaé z faktu, ze suma n pierw-
szych liczb pierwszych jest zawsze mniejsza od n? log n, natomiast ich iloczyn
zawsze jest wiekszy od 279", Stad pomyst na zbudowanie k cykli, ktérych
dhugoéci beda kolejnymi liczbami pierwszymi, z jednym stanem, ktéry mialtby
po jednej Sciezce wchodzacej od kazdego cyklu. Woéwcezas synchronizacja wszyst-
kich stanéw przebiegalaby nastepujaco: w pierwszych kroku (po przeczytaniu
pierwszej litery) wszystkie stany z jednego cyklu zostalyby zmapowane na je-
den, wybrany stan z tego cyklu. Nastepnie chcieliby$my zsynchronizowaé cykle
w takie stany, by ze nich wszystkich dalo si¢ przejé¢ do dodatkowego stanu
wspomnianego wyzej. Skoro dtugosci cykli sa réznym liczbami pierwszymi, to
taka operacja bedzie wymagaé tylu krokéw, ile wynosi iloczyn kolejnych liczb
pierwszych. W ten sposob najkrotsze stowo synchronizujace bedzie miato wy-
kladnicza dtugo$¢ wzgledem liczby stanéw.



Rysunek 1: Skonstruowany PDFA spelniajacy warunki zadania

Konstrukcja PDFA Niech (p;) bedzie ciagiem kolejnych liczb pierwszych.
Niech k bedzie najwieksza liczba naturalna taka, ze Zle pi < n. Rozwazmy
PDFA A przedstawiony na rysunku 1. Automat sklada si¢ z k cykli, kazdy o
dhugoéci kolejnej liczby pierwszej. Po cyklu mozna chodzi¢ w kétko poruszajac
si¢ krawedziami z litera 0. Kazdy cykl posiada stan, do ktérego mozna przejsé
z dowolnego innego stanu wewnatrz cyklu krawedzia z litera 1. Dodatkowo,
na kazdym cyklu znajduje sie jeden wierzcholek (nazwijmy go ”wyjsciowym”)
pozwalajacy przejs¢ z cyklu przy pomocy krawedzi z litera 2 do stanu ”skupia-
jacego” wszystkie cykle.

Lemat 1 Niech A PDFA jak zdefiniowano wyzej, w = 10011 P =12, Wow-
czas w jest najkrotszym stowem synchronizujacym wszystkie stany A.

Dowéd lematu 1 Skonstruujemy najkrotsze stowo w synchronizujace wszyst-
kie stany. Zauwazmy, ze nie moze ono zaczynac sie od 2, gdyz nie dla wszystkich
stanéw istnieje przejécie z tq litera, natomiast jesli w = 0*w’, to réwniez w’ be-
dzie stowem synchronizujacym, zatem w nie bedzie najkrétsze. Stad wniosek, ze
w zaczyna sie od litery 1. W ten sposob w kazdym cyklu wszystkie stany zbiegly
do jednego wierzcholka, znajdujacego sie jeden krok za stanem ”wyjéciowym”.

Aby zsynchronizowaé stany tak, by znalazly sie w wierzchotkach ”wyjscio-
wych” musimy wezytaé stowo OIli=pi—1, Wynika to z faktu, ze znajdujemy sie
na drugim w kolejnosci wierzchotku w cyklu (liczac, ze ”wyjsciowy” jest pierw-
szym”) oraz ze dtugosci dwoch dowolnych (réznych) cykli sa wzglednie pierwsze.
Zauwazmy, jesli wezytamy litere 1 w trakcie wezytywania podanego ciagu zer, to



przemie$cimy sie do stanu, w ktérym juz wezeséniej byliSmy (a zatem otrzymane
stowo nie byloby najkrétsze). Na koniec, kiedy wszystkie osiagniete stany to
"wyjéciowe” 1 ”skupiajacy”, mozemy uzy¢ krawedzi z litera 2, przechodzac do
stanu ”skupiajacego”, w ktorym zsynchronizowaliémy wszystkie stany. Zatem
w jest najkrétszym stowem synchronizujacym Q.

Lemat 2 |w| > p(n) dla dostatecznie duzego n.

Dowéd lematu 2 Bez strat ogélnosci zalézmy, ze wielomian p jest niemale-
jacy na przedziale (n,00). Zauwazmy, ze wybraliémy takie k, ze Zle pi < n

R
oraz ze Y+ p; > n. Zatem skoro

k k+1
STpi<n<Y pi < (k+1)%og (k+1) <k (1)
i=1 i=1
to
p(n) < p(k*) = p(a(k)) = p' (k) (2)
gdzie q(z) = 23, a skoro p i ¢ sa wielomianami, to p’ tez nim jest. Z drugiej
strony
k
jw| = [ pi+122%% > p'(k) (3)
i=1

gdyz funkcja wykladnicza rosnie szybciej od dowolnego wielomianu. Czyli
w| > 28°9% > (k) > p(n) (4)

Zatem skonstruowaliémy PDFA, dla ktdrego zbidr csync(Q) jest niepusty i nie
zawiera stowa krotszego od dowolnego wielomianu p, stad taki automat istnieje,
czego nalezato dowies¢. M



