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Zadanie 55

Czy jezyk takich stéw nad alfabetem {0, 1}, ktére maja parzysta dtugosé i w ktérych pierwszej polowie jest
przynajmniej tyle samo jedynek, co w drugiej polowie jest bezkontekstowy?

Rozwigzanie

Niech L bedzie jezykiem z tresci zadania.
Twierdzenie. L nie jest bezkontekstowy.

Dowdd. Zaldézmy, ze L jest bezkontekstowy. Z Lematu o Pompowaniu wiemy, ze istnieje taka stala n, ze dla
kazdego stowa w € L, takiego ze |w| > n istnieje podzial sztyx = w, taki, ze zy # € oraz |zty| < n i dla
kazdej liczby naturalnej k zachodzi sz*ty*x € L.

Niech n bedzie stalg z Lematu o Pompowaniu. Rozpatrzmy stowo:
w=1"0"1"0"1%".

Przez L bedziemy oznaczac liczbe jedynek w pierwszej polowie stowa w, a przez P liczbe jedynek w drugiej
polowie stowa w. Analogicznie przez L’ bedziemy oznaczaé liczbe jedynek w pierwszej potowie stowa szFty*x,
a przez P’ liczbe jedynek w drugiej potowie stowa sz*ty*z. Zauwazmy, ze w € L, bo |w| = 6n oraz L = P.

Rozwazmy podzial sztyr = w. Zauwazmy, ze |zy| = 2m, dla jakiego$ m € N, poniewaz gdyby |zy| bylo
nieparzyste, wtedy |s2%yz| réwniez, wiec s2°ty°z nie nalezatoby do L. Rozwazmy nastepujace przypadki:

1. Stowo zy zawiera jakies jedynki z pierwszej polowy stowa w.
Poniewaz |zy| < n, wiec wiemy, ze zy na pewno nie zawiera zadnych jedynek z drugiej polowy stowa w.
Rozpatrzmy stowo sz%ty z. Jest ono postaci (0+1)3"~"(0+41)"~™12" poniewaz operacja potegowania
nie usuneta zadnych jedynek z drugiej polowy slowa w i wszystkie te jedynki znajduja sie na pewno
w drugiej potowie stowa s2%ty°z, gdyz 2n < 3n — m. Poniewaz operacja potegowania usunela jakies
jedynki z pierwszej polowy stowa w, a wszystkie jedynki z drugiej polowy stowa w sa w drugiej potowie
stowa s20tyz, zatem L' < L = P < P'. Czyli s2%y°z ¢ L.

2. Stowo zy zawiera jakie$ jedynki z drugiej poltowy slowa w.
Poniewaz |zy| < n, wiec wiemy, ze zy na pewno nie zawiera zadnych jedynek z pierwszej polowy
stowa w. Rozpatrzmy stowo sz?ty?z. Jest ono postaci 1707170 (0 + 1)3"+™ poniewaz m < n. Zatem
L' = L = P < P/, poniewaz liczba jedynek w pierwszej polowie nie ulegta zmianie, a liczba jedynek w
drugiej potowie zwiekszyta sie. Czyli sz%ty?z & L.

3. Stowo zy jest postaci 0* i zawiera zera tylko z pierwszej polowy stowa w.

Rozpatrzmy stowo sz2ty?z. Jest ono postaci 170727 1"~™1m(0"12" bo m < n. Zatem L' =2n —m, a
P’ =2n+m, a wiec L' < P'. Czyli sz%ty?x & L.

4. Stowo zy jest postaci 0 i zawiera tylko zera z drugiej polowy stowa w.

Rozpatrzmy stowo s2°ty°x. Jest ono postaci 170717*~™1™mQ" 212" Zatem L' = 2n—m, a P’ = 2n+-m,
a wiec L' < P'. Czyli 52°ty’z ¢ L.

5. Inne przypadki sg niemozliwe.
Zatem dla kazdego podzialu sztyr = w, ktéry spelnia warunki z Lematu o Pompowaniu istnieje takie k, ze

sZFtyFa & L. 4
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