Zadanie 23

Zalézmy, ze L jest pewnym jezykiem regularnym. Czy jezyk L/2 = {w : Jv vw € L A |v| = |w|} jest
regularny?

Rozwigzanie
Tak! Skonstruujemy automat, ktory go rozstrzyga.
Poniewaz L jest regularny, to istnieje DFA A = <Z ,Q.q,F .0 >, rozstrzygajacy L. Niech n = |Q).

Idea
Chcemy skonstruowac automat A; /9, ktéry dla wezytanego dotychcezas stowa w bedzie przechowywal w stanie
nastepujace informacje:

1. Zbiér stanéw z @Q osiagalnych po |w| krokach automatu A, startujacego z go.
2. W jakich stanach znajdzie sie¢ automat A po wezytaniu w, przy starcie odpowiednio z qo, g1, .-, @n—1-

Stanami akceptujacymi A, /o, beda takie stany, w ktoérych zbiorze 1 bedzie istniat taki stan ¢, Ze startujac
automat A z tego stanu i wezytujac stowo w, automat A zaakeeptuje (ta informacja zawiera sie w 2).

Formalnie

A1/2:<25Q/aQ(I)7F/a5/> (1)
Q =2°xQ" (2)

Chcielibysmy, aby automat A;/, mial nastepujaca wlasnos¢ P: po wezytaniu stowa w, automat ma by¢ w
stanie (R, D), takim, ze R zawiera dokladnie wszystkie stany z @ osiagalne po |w| krokach automatu A,

startujacego z qo, natomiast D = (d (qo,w) ,... ,0 (¢gn—-1,w)).

96 = <{QO}a (g0, - 7Qn—1>> (3)

Dla stowa w = € wlasno$é P jest zachowana, poniewaz stan ¢, sklada sie z singletonu ¢y (a wiec jedynego
stanu osiagalnego po 0 krokach automatu A) oraz krotki (qo,... ,¢n-1) = (0 (q0,€) ,... ,0 (qn-1,€))-

5 (<R, <d0 b 7dn,1>>7a) = <{q S Q : Hq’ER HbEE (5((]’,1)) = q}, <5 (do,a) yee e ,5(dn,1,a)>> (4)

Gdy automat Ay, wezyta litere a, przechodzi do nowego stanu, ktéry sklada si¢ ze zbioru wszystkich
stanéw z @) osiggalnych w jednym ruchu ze zbioru R oraz krotki uaktualnionej o wezytanie litery a. Funkcja
0" zachowuje wiec wlasnosé P.

F/:{<R,<d(),...,dn,1>>€Q/1ElinRdiGF} (5)

Stanami akceptujacymi w automacie A, o sa takie stany, w ktérych zbiorze stanéw R znajduje si¢ chociaz
jeden taki stan, z ktérego uruchomienie wezytywanego stowa skutkuje zaakceptowaniem przez automat A.

Lemat )
YweX* welL/2 < 0 (q),w)eF

Dowdd

1. (=)
Zalézmy, 7e w € L/2 i niech §' (¢}, w) = (R,{do,... ,dn—1)). Z definicji L/2 wiemy, ze istnieje takie
stowo v dlugosci |w|, ze vw € L. Niech ) (go,v) = qx. Z wlasnosci P wiemy, ze qx € R, poniewaz po |w|
krokach mozna osiagnaé¢ q, w automacie A, startujac z qo. Wiemy réwniez, ze dj = S(qk,w) oraz, ze
6 (qr,w) € F. Zatem istnicje takie ¢; € R (przy i = k), ze d; € F. Cayli &' (qp,w) € F'.

2. (- =)
Zalézmy, ze w & L/2 i niech & (¢h,w) = (R, {(do,... ,dp—1)). Wezmy dowolny stan ¢; € R. Z wla-
snosci P wiemy, ze istnieje takie stowo v dlugosci |w|, ze 5(qo, v) = ¢q;. Poniewaz 5(q0, vw) € F oraz

S(qo,vw) =4 (5(q0,v),w) = 5(qi,w) =d;, tod; & F. Czyli ¢ (gh,w) & F'.

Rozwigzanie jest poprawne i jasno napisane. Oskar Wi L 126398
Mozna byto konstuowa¢ NDFA zamiast DFA co by sar eesore ¢ /
utatwito rozwigzanie.



