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Zadanie 74. Pokaz, ze istnieje konfluentny jezyk bezkontekstowy, ktory nie jest
jednostajnie konfluentny.

Definicja 1: Jezyk A C X* jest konfluenty jesli:

Yw,v € ¥* Jx € ¥*Vy € " (wry € A & vay € A)

Definicja 2: Jezyk A C X* jest jednostajnie konfluenty jesli istnieje taka stala
c e N, ze:

Vw,v € " Jz € ¥ (|| < cAVy € B* (wzy € A < vxy € A))

Rozwigzanie Niech A= {0"(0+1)™:n>m} C {0,1}*.

Réwnowaznie: A jest zbiorem stéw zlozonych z zer i jedynek, w ktérych liczba
zer wiodacych jest nie mniejsza niz potowa dlugosci stowa. Pokazemy, ze A jest
konfluentny, bezkontekstowy, ale nie jest jednostajnie konfluentny.

A jest konfluentny Wezmy dowolne stowa wq,ws € {0,1}*. Niech n; = |w;],
natomiast k; oznaczaé bedzie liczbe zer wiodacych w stowie w;. Z definicji jezyka
zachodzi k; > %t < w; € A. Rozwazmy dwa przypadki:

o k1 < Ak <% Oznacza to, Ze stowa wy i wa nie naleza do jezyka A.
Wezmy = = 1. Dla dowolnego stowa y € {0,1}* zachodzi wyzy ¢ A oraz
woxy ¢ A, poniewaz takie konkatenacje nie zmieniajg dlugosci prefikséw
zer wiodacych, natomiast zwieckszaja dlugosci stéw.

o k1 > %V ky > %2: Oznacza to, ze co najmniej jedno ze stéw wy lub wo
nalezy do jezyka A. Niech m = max(ki—| % |, ka—[%2]). Niech z = 1™+1,
Wtedy stowa wyx i wox nie nalezg do jezyka, co oznacza ze dla dowolnego
y € {0,1}* stowa wyzy i wazy réwniez nie naleza do jezyka.



A jest bezkontekstowy Pokazemy gramatyke G = (T, N, S, 7r) taka, ze Lg = A.
Niech:
T=1{0,1}

N ={5,P}
m:S —€e|0SP,P—e|0]|1

e A C Lg: WeZzmy dowolne stowo w € A. Pokazemy jak wyprowadzié
to stowo w gramatyce G. Za pomoca produkcji S — € | 0SP mozemy wy-
prowadzié ciag 0™ P™ dla dowolnego n naturalnego. Niech m bedzie liczba
zer wiodacych w stowie w. Najpierw wyprowadzimy stowo 0 P™. Teraz
pozostal nam do wyprowadzenia sufiks stowa w o dlugosci co najwyzej
m. Wykonujemy jeszcze m produkceji typu P — € | 0| 1, ktére pozwalaja
nam na odpowiednie przeksztalcenie ciagu symboli nieterminalnych P™
na symbole tworzace sufiks stowa w.

o Lg C A: Niech A" = {0"(S +¢)(0+ 1+ P)™ : n > m}. Niech L, bedzie
zbiorem ciagéw symboli terminalnych i nieterminalnych produkowanych
przez gramatyke G. Poniewaz Lg = Lo N {0,1}* oraz A = A’ N {0,1}*
wystarczy pokazaé, ze zachodzi L, C A’. Niech p(w) oznacza liczbe
zer wiodacych w stowie w. Niech s(w) oznacza dlugos$é sufiksu stowa
w rozpoczynajacego sie od 11lub P. Niech ¢(w) oznacza, ze w stowie
w znajduje sie co najwyzej jeden symbol S, jest poprzedzony samymi
zerami, a prefiks zakonczony symbolem S jest dtuzszy niz potowa dlugosci
wl. Wtedy A" = {w € {0,1, S, P}* : p(w) > s(w) A c(w)}.

Chcemy pokazaé, ze dla kazdego i € N zachodzi:

d(i): S =L w= p(w) > s(w) A c(w)

1. i = 0: Wtedy S =2 =5 i warunek p(S) > s(S) Ac(S) jest spetniony.

2. Zalézmy, ze ®(i) zachodzi dla pewnego i naturalnego. Pokazemy,
ze ®(i+ 1) réwniez zachodzi. Wezmy dowolne wyprowadzenie o diu-
gosci i+1. Do dlugosci ¢ tworzylidémy tylko stowa spelniajace hipoteze
indukcyjna. Popatrzmy na ostatnig produkcje:

— S — e: Taka produkcja nie zmienia wartosci dtugosci sufiksu.
Moze jedynie wydluzy¢ prefiks zer.

— S — 05T: Skoro w slowie mieliSmy symbol S to musial si¢ on
znajdowaé nie wezesniej niz w polowie tego stowa. Po tej operacji
nadal tak jest, zatem sufiks jest co najwyzej tak samo dlugi jak
prefiks zlozony z zer. Warunki pozostaja spelnione.

— T — €] 0| 1: Tymi produkcjami mozemy w zaleznosci od umiej-
scowienia symbolu T wydluzyé prefiks, skréci¢ lub nie zmienié
rozmiaru sufiksu. Nierownosé pozostaje spelniona.

Zatem (i + 1) zachodzi.

Wrtasnosci ¢ zachodzi dla dowolnego i € N co implikuje Lg C A.

naczej: jedyny symbol S moze znajdowaé si¢ nie wczeéniej niz w potowie stowa w



A nie jest jednostajnie konfluentny Zalézmy nie wprost, ze A jest jed-
nostajnie konfluentny. Niech ¢ bedzie stala z definicji jednostajnej konfluent-
nosci. WeZmy stowa wy; = 1iws = 0°. Zachodzi w; ¢ A oraz wy € A.
Na pewno kazde slowo, ktorego prefiksem jest w; réwniez nie nalezy do tego
jezyka. Zatem Vz,y € {0,1}* wizy ¢ A. Skoro jezyk ma byé jednostajnie
konfluentny, to aby zachodzila réwnowaznosé z definicji musimy znalezé slowo
x takie, ze x| < ¢ A Vy € {0,1}* woxy ¢ A. Najkrétsze stowo majace na po-
czatku prefiks zer o dlugosci ¢, ale nie nalezace do jezyka A musi mie¢ dlugosé
wigksza niz 2c. Ale |wa| = ¢ zatem |x| > ¢, co prowadzi do sprzecznosci.



