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Tresé
Niech £ C ¥* bedzie regularny. Czy wynika z tego, ze:
a) jezyk Lg/o jest regularny?
b) jezyk L1/00 = U;2; L1/; jest regularny?
Rozwigzanie
Przypomnijmy zalozenia zadania:
¥ ={a,b,c,d}
PCY* x ¥*
gdzie P jest najmniejsza symetrycza relacja spetniajaca:
Vwes- P(w,e€)
VaexVuwvex Plw,v) = P(aw,av)

Intuicja. Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze |w| < |v|. Wtedy o relacji P mozna
mysleé tak, ze P(w,v) zachodzi gdy w jest prefiksem v.

Podpunkt a
Ly ={wes: 3, ve LAPw,v)A2w| =3[}

Wezmy jezyk L = Ly, gdzie ¢ = (aa)*. Zalézmy nie wprost, ze L3/ jest
regularny. Istnieje wtedy stata n z lematu o pompowaniu dla jezykéw regularnych.
Wezmy wyraz w = a®™b" € L /2. W oczywisty sposob v = a®" € L. Rozwazmy
podzial w = zyz. Skoro |zy| < n to znaczy, ze zy sklada sie z samych znakéw
a, y = a/. Rozwazmy w' = zy°z = a®**~9b". Zeby w’' nalezalo do L3/, musi



istnie¢ podzial w’ = sk, taki ze |s| = 2(3n — j) oraz k| = £(3n —j), s € L.
Skoro usuneliSmy j znakéw a, a s musi by¢ dlugosci 2n — %j, to oznacza, ze s
zawiera znaki b, zatem nie nalezy do L, czyli w’' € L3/5. 7 drugiej strony taki
podzial moze tez w ogdle nie istnieé, tj. oczekiwane dlugosci wyrazéw nie beda
liczbami naturalnymi — wtedy w’ takze nie nalezy do L3/5. Zatem Lg/o nie jest
jezykiem regularnym.

Podpunkt b

Na poczatku mozemy troche przeksztalci¢ jezyk L£1/. Zauwazmy, ze jezyk L/,
zawiera wszystkie wyrazy w, ktére sa prefiksem v € L, takie ze |v| = i|w|. Skoro
tak, to suma wszystkich takich jezykéw bedzie zawieraé¢ takie wyrazy w, bedace
prefiksem v € L, ze |w]| | |v].

L1/ ={w € X" : Jyes-Tren wv € LA |w| | |v]}

Zbudujemy teraz automat rozpoznajacy L1/ Skoro L jest regularny, to istnieje
DFA A = (X,Q, qo, F, §) rozpoznajacy L. Zdefiniujmy A" = (X, Q’, ¢}, F', )

Q' =QxPQ"?
9 = (90, P~ P)

F'={(q, m): penIser f €mF({q})}
§'((g:m), a) = (6(g,a), P {5(p,]) :pe m(P) Al € X})

Intuicja. Czytajac stowo dlugosci k budujemy funkcje mapujaca zbiér standéw z A
na zbiér stanéw do ktoérych mozna dotrzeé¢ po wezytaniu jakiegokolwiek wyrazu
dlugosci k. Wtedy dany stan (¢, m) € @' jest stanem akceptujacym, jezeli
mozemy po nim wezytac stowo dtugosci k - ¢, ¢ € N startujac z ¢ w oryginalnym
automacie i koniczac w jakims$ stanie nalezacym do F. Inaczej méwiac, m
iterowane i razy po zaaplikowaniu singletonu {q} jako argument bedzie zawieraé
stan nalezacy do F.

Zawieranie L/, C L4 wynika z konstrukcji. Pokazemy, ze La C Lg/00-
Wezmy dowolne slowo w € £ 4. Wiemy, ze w jest akceptowane przez A wtw.
Jpex~Tren A akceptuje stowo wv A |[v| = k|w|. Ale takie stowa naleza takze z
definicji do L1/, Zatem A’ rozpoznaje Ly /o, czyli L1/4, jest regularny. O
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