
Zadanie 40M

Artur Bªaszkiewicz

Wrocªaw, April 5, 2020

Tre±¢ zadania: Udowodnij, »e dla ka»dego (dostatecznie du»ego) n istnieje
PDFA A = 〈Σ, Q, q0, F, δ〉, taki »e |Q| = n i »e...

Wersja M. ...istnieje trzyelementowy S ⊆ Q taki »e zbiór csync(S) jest
niepusty ale nie zawiera sªowa krótszego ni» n3/10000.

Konstrukcja A: Skonstuujmy A w nast¦puj¡cy sposób: Dzielimy stany Q
na trzy rozª¡czne cz¦±ci Q0, Q1, Q2. Niech

Q0 = {q0, q1, ..., qm−1}

Q1 = {qm, qm+1, ..., q2m−1}

Q2 = {q2m, q2m+1, ..., qn−1}

gdzie m = bn/3c.
S = {q0, qm, q2m}

Σ = {a, b, c, d}

Dla i < m− 1 : δ(qi, a) = qi+1

Dla i ≥ m− 1 : δ(qi, a) = qi.

Dla i < m− 1 : δ(qi, b) jest niezde�niowana.
Dla i = m− 1 : δ(qi, b) = q0
Dla m− 1 < i < 2m− 1 : δ(qi, b) = qi+1

Dla i ≥ 2m− 1 : δ(qi, b) = qi

Dla i = m− 1 ∨ i = 2m− 1 : δ(qi, c) = qi−(m−1)
Dla 2m ≤ i < qn−1 : δ(qi, c) = qi+1

W pozostaªych stanach δ(_, c) niezde�niowane.

Dla i = 0 ∨ i = m ∨ i = n − 1 : delta(qi, d) = qn W pozostaªych stanach
δ(_, d) niezde�niowane.
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Figure 1: A

Automat A speªnia warunki zadania: Dowód b¦dzie miaª nast¦puj¡c¡
form¦:
Sªowa z csync(S) zawieraj¡ literk¦ ′d′.
Sªowa z csync(S) zawieraj¡ce ′d′ zawieraj¡ co najmniej n−2m−1 literek ′c′.
W sªowie z csync(S) pomi¦dzy ka»dymi dwoma literkami ′c′ jest co najmniej
m− 1 literek ′b′.
W sªowie z csync(S) pomi¦dzy ka»dymi dwoma literkami ′b′ jest co najmniej
m− 1 literek ′a′.
Daje nam to minimaln¡ ilo±¢ liter ′a′ w sªowie z csync(S):

(n− 2m− 2)(m− 2)(m− 1) ≥ (m− 2)(m− 2)(m− 2) = (bn/3c − 2)3 ≥

≥ (n/3− 3)3

Co dla du»ych n jest wi¦ksze ni» n3/10000.

Mówi¦, »e literka ′x′ jest przej±ciem ze stanu qi do stanu qj, gdy δ(qi, x) =
qj

Zbiór csync(S) jest niepusty: Do scync(S) nale»y sªowo ((am−1b)m−1(a)m−1c)n−2m−1d,
co mo»na ªatwo sprawdzi¢.

Lemat 1: Je±li qi ∈ Qj ∧ x ∈ {a, b, c} to δ(qi, x) = Qj

Dowód: Przez przypadki.
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Zmnieć na listę.

Po każdym stwierdzeniu
 można dodać dowód.

Lemat, dowód i wniosek można 
skompresować    w jedno zdanie.



Wniosek: Sªowa z csync(S) zawieraj¡ literk¦ ′d′

Lemat 2: Sªowa z csync(S) zawieraj¡ce ′d′ zawieraj¡ co najmniej n−2m−1
literek ′c′.

Dowód: Stan q2m ∈ S jest w Q2, gdzie jedynym stanem ze zde�niowanym
przej±ciem ′d′ jest stan qn−1. Doj±¢ do niego mo»na tylko za pomoc¡ przej±¢
′c′, których musimy wykona¢ (n− 1)− 2m.

Zauwa»my, »e n−2m−1 literek ′c′ musi wyst¡pi¢ przed ′d′, wi¦c w dalszej
cz¦±ci rozwi¡zania zakªadam, »e ′d′ nie pojawiªo si¦ wcze±niej w sªowie.

Lemat 3: W sªowie z csync(S) pomi¦dzy ka»dymi dwoma literkami ′c′ jest
co najmniej m− 1 literek ′b′.

Dowód: Je»eli A b¦d¡c w stanie qi ∈ Q1 przeczyta sªowo w ∈ {a, b, c}∗ i
ostatni¡ literk¡ sªowa w jest ′c′ oraz czytaj¡c funkcja przej±cia byªa zawsze
zde�niowana toA znajduje si¦ w stanie qm, poniewa» tylko dla q2m−1 przej±cie
′c′ jest zde�niowane. �eby doj±¢ ponownie do q2m−1 z qm potrzebujemy (2m−
1)−m przej±¢ ′b′.

Lemat 4: W sªowie z csync(S) pomi¦dzy ka»dymi dwoma literkami ′b′ jest
co najmniej m− 1 literek ′a′.

Dowód: Analogiczny do Lematu 3.

Poniewa» csync(S) jest niepusty i wszystkie 4 lematy s¡ speªnione to dla
du»ych n (n ≥ 10 ) automat A speªnia warunki zadania.
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