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Zadanie 56.

Wiadomo z jednego z poprzednich zadan, ze jezyk L C ¥* jest regularny, to rowniez jezyk
L2={weX :FweX |jw =|v|Awv e L}
jest regularny.

Pokaz, ze podobna implikacja nie zachodzi dla jezykéw bezkontekstowych. To znaczy istnieje
taki CFL L, dla ktérego L/2 nie jest CFL.

Rozwiagzanie.

Najpierw musimy znalez¢ odpowiedni L. Jego budowa musi by¢ taka, aby tatwo bylo “wypompowaé”
brak bezkontekstowosci odpowiadajacemu mu L/2.

Niech takim jezykiem bedzie:
L= {a"b"c™d®" | m,n € N}

Mozemy do niego bardzo latwo stworzy¢ akceptujacy go jezyk CFG, co wykazuje bezkontekstowos¢:
T ={a,b,c}

N ={S,B}
=S —aSddd| B, B— bBc|e
Poniewaz do udowodnienia tego, ze w takim przypadku L/2 nie bedzie CFL skorzystamy
z twierdzenia o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych (ktérego nie zdazyliémy pokazaé na
wykladzie), przypomnijmy jego tresé:
Lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych

Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje taka stata n, ze dla kazdego slowa w nalezacego
do tego jezyka o dtugosci co najmniej n, mozemy podzieli¢ to stowo na uvtxy w taki sposob, ze:

e |vz| >0
o |utz] <n
o VE € N wFtaFy € L, w szczegblnoéci uty € L
D-d, ze dla naszego L, L/2 nie jest CFG
Zal6zmy nie wprost, ze L/2 jest CFG. Wtedy istnieje dla niego stala z lematu o pompowaniu - n.

Rozwazmy:
w=a"b"c"

Oczywiscie w € L/2, poniewaz z definicji L/2 mamy: |w| = |v| :v=d>" ,w Awv € L



Podzielmy nasze stowo w na wvtzy i zauwazmy, ze poniewaz |vtz| < n, to vtz moze skladaé sie tylko
z pojedynczych symboli albo dwéch sasiadujacych.

Otrzymujemy zatem przypadki:

1.

vtz = a® : k < n, wtedy otrzymujemy slowo: w’ = a® b7 c™.

Zalézmy, ze w' € L/2. Wtedy z definicji L/2, musi istnie¢ stowo w'v € L takie, ze |w'| = |v].
Jedyne stowo w” € L ktére to spelnia, jest réwne:

w/l _ an+kbncnd3(n+k) _ w'v

Ale wtedy |v| = 3n+ 3k, a |w'| = 3n+ k, zatem dla dowolnego k > 0 otrzymujemy sprzeczno$é

. vtz = b* - pompujemy uv’t2’y o “zero”, wtedy w bedzie postaci a”b™c", gdzie m < n. Zatem

takie stowo nie nalezy do L/2, poniewaz w slowie wystapi wiecej ¢ niz b.

. vtx = ¥ - pompujemy uv?taz?y i otrzymujemy stowo w’, ktére zawiera wiecej ¢ niz b, zatem

w’ nie moze nalezeé¢ do L.

. vtr = a*b’ : k+ j < n - podobnie jak w (2) pompujemy uv°tz"y i otrzymujemy wiecej ¢ niz b

w stowie wynikowym, zatem ‘w nie moze nalezeé do L/2

. vtx = b - mamy podprzypadki:

e k> j - postepujemy jak w (2)

o k < j - postepujemy jak w (3)

e k=7 - otrzymamy stowo: w’ = a™b" etk

Zalézmy, ze w' € L/2. Wtedy podobnie jak w (1) musi istnieé¢ stowo
"no_ anbn+kcn+kd3n —

w wv

Ale |v| = 3n, a |w'| = 3n + 2k, zatem dla dowolnego k > 0 otrzymujemy sprzecznosé

Poniewaz w kazdym przypadku istnieje k, dla ktérego wyprowadzone w’ nie nalezy do L/2, to nie
jest on bezkontekstowy.
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