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Zadanie 42 Czy relacja mno»enia jest automatyczna?
Przez relacj¦ mno»enia rozumiemy tu {< a, b, c >∈ N3 : ab = c}

Rozwi¡zanie:

Relacja mno»enia R nie jest automatyczna.

Dowód:

Zaªó»my nie wprost, »e R jest relacj¡ automatyczn¡. Czyli j¦zyk LR jest regularny. Istnieje wi¦c DFA A,
taki »e LA = LR. Niech n oznacza liczb¦ stanów tego automatu.

Rozpatrzmy teraz zbiór sªów:

{< 0, 0, 0 >k< 0, 1, 0 >< 0, 0, 0 >n+1−k< 1, 0, 0 >: k = 1, ..., n+ 1} =

= {< 0, 0, 0 >

n+1︷ ︸︸ ︷
< 0, 1, 0 >< 0, 0, 0 >< 0, 0, 0 > ... < 0, 0, 0 > < 1, 0, 0 >;

< 0, 0, 0 >< 0, 0, 0 >< 0, 1, 0 >< 0, 0, 0 > ... < 0, 0, 0 >< 1, 0, 0 >;
...
< 0, 0, 0 >< 0, 0, 0 >< 0, 0, 0 >< 0, 0, 0 > ... < 0, 1, 0 >< 1, 0, 0 >}

Jest to równowa»ne rozpatrywaniu iloczynów w systemie binarnym
2n+2 · 2k dla k = 1, ..., n+ 1

Schemat mno»enia pisemnego sªów z rozpatrywanego zbioru (krotki zapisane pionowo od ko«ca) wygl¡-
daªby nast¦puj¡co:
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Wszystkich takich sªów (w tym zbiorze) jest n+1. Zatem na mocy zasady szu�adkowej Dirichleta istniej¡
takie dwa ró»ne sªowa w i v nale»¡ce do tego zbioru, po przetworzeniu których DFA A znajdzie si¦ w tym
samym stanie. Przez i oznaczmy pozycj¦ (liczon¡ od zera) krotki < 0, 1, 0 > w sªowie w, za± przez j jej
pozycj¦ (równie» liczon¡ od zera) w sªowie v. Bez straty ogólno±ci zaªó»my, »e i > j.
Niech z b¦dzie sªowem skªadaj¡cym si¦ z n+3 krotek, którego i-t¡ krotk¡ (licz¡c od zera) jest < 0, 0, 1 >,
pozostaªymi za± < 0, 0, 0 >.
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Wtedy wz ∈ L, natomiast vz /∈ L co dowodzi sprzeczno±ci i ko«czy dowód.


