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Zadanie 56.
Udowodnij, ze istnieje taki jezyk bezkontekstowy L C ¥*, ze jezyk

L2={weX : el |w=|vJAwveL}
nie jest bezkontekstowy.

Dowdd. (nie wprost)
Skonstruujemy interesujacy nas jezyk nad ¥ = {a,b,c,d} w nastepujacy
sposéb:
L= {a"b™c"d®" : n,m > 0}
Jest on bezkontekstowy, przykladowo jest generowany przez gramatyke

S — aXddd

X — aXddd | bYc
Y =5 bYele

Zalézmy nie wprost ze jezyk L/2 zdefiniowany jak w poleceniu jest jezy-
kiem bezkontekstowym.

Rozwazmy strukture slowa w € L/2. Zgodnie z notacja w definicji L/2, v
bedzie oznaczaé¢ druga polowe stowa (to znaczy v : wv € L).

o w=a'
Wtedy v = a™ ™ c™d®" dla odpowiednich n,m. Podzial na réwne czeéci
jest niemozliwy:
i<n = i#n—i+2m+3n

o w=a"l
Wtedy v = b™~*c™d®". Réwnoéé potéwek mozna zapisaé jako

n+i=(m—1i)+m+3n

lub réwnowaznie ¢ = m + n, co jest sprzeczne z warunkiem ¢ < m.



o w=a"bmc
Wtedy v = ¢™~%d?". Analogiczna réwnoéé ma postaé

n+m+i=m—1i+3n
to znaczy i = n, zatem podzial jest mozliwy.

o w=a"bmcmd!

Wtedy v = d®"~*. Ré6wno$¢ ma postaé
n+2m+i=3n—1
stad ¢ = n — m, podzial jest mozliwy.
Na podstawie tych rozwazan mozemy wiec napisac
L/2={a"b"c" :n,m >0} U{a"b"c"d"™™ : 0 <m < n}

Nazwijmy te dwa jezyki sktadowe odpowiednio L4 i Lpg.

Korzystajac z zalozenia ze L/2 jest CFL mozemy zastosowa¢ lemat o pom-
powaniu dla jezykow bezkontekstowych. Nietrudno sie domy$li¢ ze sprébujemy
znalez¢ rozktad dla reprezentanta L.

Niech p bedzie stala z lematu o pompowaniu. Wezmy stowo s € Ly C L/2

rowne
s = a?PbPcPdP

7 tresci lematu wiemy ze istnieje pewien podzial
5§ = uvryz

taki, ze
s' = wiry’z € L/2

Sprawdzmy wiec do ktdrego ze skladowych jezykéw nalezy s':

e Przypadek L4:
Stowo s’ sklada sie z dokladnie tych samych znakéw co s, zatem w szcze-
gblnodci zawiera znak d, stad nie moze naleze¢ do L 4.

e Przypadek Lp:
Zbadamy, jak musi wyglada¢ rozktad s by mozliwe bylo ,napompowanie”
go do stowa z Lp.

Kluczowa obserwacja jest to, ze v,y musza skladaé¢ sie z tylko jednego
znaku ! — w przeciwnym razie ich powtérzenie wprowadzitoby inwersje
w kolejnosci znakéw. Zatem mozliwe jest naraz zwiekszenie liczby mak-
symalnie dwoch z czterech liter. Majac to na uwadze szukamy operacji

LChodzi tutaj oczywiscie o to ze sa stowami nad jednoliterowymi alfabetami, nie o to ze
sa dlugosci 1.



(realizowanej przez ,pompowanie”) ktéra nie zaburzy balansu pomiedzy
|s|q oraz |s|p = |$|c, to znaczy réwnosci

|sla = Isla = [ss =n —m

gdzie n,m odpowiadaja tym z definicji Lp.

Zwiekszenie |s|, wymusza zmiane o tyle samo |s|. i vice versa. Niemoz-
liwe jest zatem dodatkowe skorygowanie |s|, lub |s|s by przywrécié wspo-
mniany balans. Oznacza to, ze zaréwno |s|, jak i |s|. musza pozostaé
niezmienione.

Jedyna alternatywa jest jednoczesne zwigkszenie |s|, oraz |s|s. Jest to
niemozliwe, poniewaz wtedy (dla pewnego k)

lvxy| = |a*bPPd®| > p
co stoi w bezposredniej sprzecznosci z warunkiem |vzy| < p z lematu.

Na podstawie nieistnienia poprawnego podzialu s dochodzimy do sprzecz-
nosci, zatem L/2 nie jest jezykiem bezkontekstowym. O



