Zadanie 50

Czy jezyk Ly = {w € {0,1,2}* : =3z € {0,1,2}*, w = zz}jest bezkontekstowy?

Rozwigzanie
Jezyk ten jest bezkontekstowy. Najpierw chciatbym zauwazy¢, ze kazde stowo z Lg jest dtugosci
parzystej lub nieparzystej - rozwazymy wiec dwa takie jezyki

o L,qq - podzbidr Lg sktadajacy sie ze stow nieparzystej dtugosci
® Leyen - podzbidr Lg sktadajacy sie ze stow parzystej dtugosci

Warto zauwazy¢, ze Lygq 0raz Leyen S roztgczne oraz, ze Logq U Leyen, = L3

Lemat 1

Jesli stowo w jest dtugosci nieparzystej to nalezy do L3

Jesli stowo jest dtugosci nieparzystej to nie da sie tak go podzieli¢ na 2 rowne czesci (z), zeby
otrzymac¢ w = xx - mielibySmy stowo parzyste.

Patrzac na lemat 1 - dochodzimy do wniosku, ze L,qq musi zawiera¢ wszystkie stowa nieparzystej
dtugosci nad {0, 1,2}*. Pokazemy wiec PDA dla Loqq:

{0,1,2}, Push(x)

{0,1,2}, Pop(x)

{0,1,2}, Pop($)

Idea tego PDA jest prosta - w pierwszej kolejnosci oznaczamy dno stosu (na stos ktadziemy $).
Kolejno odktadamy na stos pewng ilos¢ znakdw, potem zdejmujemy doktadnie tyle samo znakéw
(musimy wyrzucic tyle znakéw, zeby dojs¢ do $. Jak dotad wczytaliSmy parzysta liczbe znakéw.
Musimy wczytac wiec jeszcze jeden znak aby mie¢ stowo dtugosci nieparzystej
(niedeterministycznie okresliSmy dtugosc¢ parzystej czesci stowa) i w ten sposoéb dotarlismy do
stanu akceptujgcego.
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Stad widzimy, ze L,q4 jest jezykiem bezkontekstowym.

Konstrukcja L.,

Dla Leye, réwniez skonstruujemy PDA.

W tym momencie musimy zauwazyg, ze jesli stowo w € L3 to musi istniec takie k, ze
w=ab A |a| =1|b] N\ a # by

czyli, ze stowo x i y r6znig sie na k-tej pozycji. W naszym PDA k ustalimy niedeterministycznie.
Skorzystamy jednak z nastepujacych obserwacji:

e Jesli na stosie odtozymy stowo dtugosci « kolejno wczytamy znak d; i potem znowu
wczytamy = znakow- zdejmujac ze stosu odtozong dtugos¢. Znak d bedzie wtedy Srodkowg
literg stowa x1d; o

e Ta sama sytuacja gdy jak bedg stowa dtugosci y, wtedy dy bedzie Srodkowym elementem
tego stowa -y; d1 y2

e Jesli skonkatenujemy te dwa stowa otrzymamy x1 dy z2y1 d2y2 - sStowo to ma takg wiasnosg,
ze d; jest oddalone od poczatku stowa o « pozycji, a stowo dj jest oddalone réwniez o z
pozycji od $rodka. (to znaczy, ze je$liw = ab A |a| = |b| to a, = d; oraz by, = dy ). Dzieje sie
tak poniewaz catkowita dtugos¢ stowa to 2z + 2y 4+ 2 (btw. stowo dtugosci parzystej), potowa
bedzie na miejscu = + y + 1, to jesli dodamy x znakéw dostaniemy (2z + 1) + y gdzie cze$¢
w nawiasie to dtugosc¢ stowa z1dy o

Majgc powyzsze obserwacje widzimy, ze jak odtozymy diugos¢ stowa x; na stosie, kolejno
wybierzemy znak (d; ) i zdejmiemy x znakdw to wrécimy na poczatek stosu (i mamy litere dy) i
teraz gdy znowu tak zrobimy dla stowa dtugosci y to dostaniemy dj i pusty stos.

Korzystajac z tego rozumowania skonstruujemy PDA (rozrysowane szczegétowo dla d; = 0, dla
dy, € {1,2} analogicznie). - Do stanu akceptujgcego dochodzimy gdy d;y # ds:

{0,1}, Push(x)
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Dlatego tez Leyen jest jezykiem bezkontekstowym.

Wykrywamy wszystkie stowa, ktére réznig sie na pozycji k-tej (wzgledem poczatku i Srodka).
Gdyby nie istnato takie k, stowo nie nalezatby do L3 - majac to na uwadze. widzimy, ze Leye, € L3

Whnioski

Zeby zauwazy¢, ze Ly C Logq U Leyen Wystarczytoby ponownie rozwazy¢ stowo dtugosci
nieparzystej i pokazad, ze jest wykrywany przez PDA od L,44, a dla stow dtugosci parzystej
pokazac, ze jest wykrywane przez PDA dla L., dlatego, ze musi istnie¢ taka k-ta pozycja
(wzgledem poczatku i Srodka) gdzie stowo z L3 ma rézne znaki.

Skoro Lg = Logq U Leyen to L3 tez jest jezykiem bezkontektowym, poniewaz jezyki kontekstowe
sg zamkniete ze wzgledu na sume.
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