Jezyki Formalne 1 Ztozonos¢ Obliczeniowa,
Rozwigzanie zadania 22

Piotr Gdowski
20 marca 2020

Zadanie 22. Wiadomo, ze L jest jezykiem regularnym. Pokaz, ze w takim
razie jezyk
L'={w:3neN w" e L}

tez jest jezykiem regularnym. Przez w™ rozumiemy tutaj stowo w skonkateno-
wane ze sa n razy.

Rozwigzanie Jezyk L' jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje de-
terministyczny automat skoniczony (DFA) rozpoznajacy ten jezyk. Wystarczy
zatem skonstruowaé DFA rozpoznajacy L'.

Lemat 1 Niech A = (X, Q, qo, F, 0) bedzie DFA rozpoznajacym L, a w dowol-
nym stowem z ¥*. Niech n € N takie, ze n > |Q]. Woéwczas, jesli w™ € L, to
istnieje k < |Q| takie, ze w* € L.

Dowéd lematu 1 Wezmy dowolne w € ¥*. Rozwazmy p; = S(Clo,wl)7 P2 =
5(qo, w?), ..., DIQl+1 = 5(go, w!Q1FY). Z zasady szufladkowej Dirichleta istnieja
indeksy ¢,j (bez strat ogélnosci zalézmy, ze ¢ < j) takie, ze p; = p;. Skoro
5(qo, w") = 8(qo, w?), to 8(qo, w') = §(go, w?+7=), czyli w ogdlnoéci dla kazdego
i <k < j i dowolnego m mamy 0(go, w*) = 8(go, w*+™U=7). Niech n > |Q|.
Wtedy istnieja k,l takie ze n =i+ (n—4) =i+ k(j—i)+ 1, gdziel < j—1i.
Wowezas 6(qo, w™) = 6(go, w =D+ = §(go, wit!), ale i +1 < |Q|, zatem jesli
w™ € L, to w't! € L, czego nalezalo dowiesé.

Konstrukcja automatu - idea Na mocy lematu 1 wiemy, ze wystarczy wezy-
ta¢ stowa w,w?, ..., w!®l by sprawdzi¢, czy w € L'. Jednak na wejsciu otrzy-
mujemy tylko slowo w, bez mozliwosci jego wielokrotnej konkatenacji. Stad
pomyst na przechowywanie w stanie automatu informacji, dokad mozemy dojsé
wezytujac w zaczynajac w dowolnym stanie.



Konstrukcja automatu Niech A’ = (%, Q’, ¢}, F',6’) DFA majacym rozpo-
znawaé¢ L. Oznaczmy n = |Q|. Woéwezas ¢ = (qo,q1,---»qn—1), natomiast
Q" = Q™. Funkcje przejécia &' zdefiniujemy nastepujaco: dla a € X oraz
(Po; P2, s Pn—1) € Q" mamy

8 ((po, P2y -y Pn—-1),a) = (8(po,a),d(p1,a),...0(pn_1,a)) (1)

Dzigki takiej konstrukeji, po wezytaniu stowa w € ¥* zatrzymamy sie w stanie

(6(go,w), 8(q1,w), ..., 6 (gn_1,w)). Zauwazmy, ze wystarczy teraz sprawdzié, czy

istnieje clag standéw, taki ze ¢;; = 0(qo, W), @iy = 0(qiy, W), ...y G, = 0(qip_,, W)
oraz q;, € F. Bedzie to oznaczaé, ze w* € L. Stad definicja I’ jest nastepujaca:

F' = {(po, 1, »Pn—1) € Q" : 3igiy,.in_y Iken
io=0 A Vi<k pi; =Gi;n N G, €F}(2)

Dowdéd poprawnoéci Pokazemy, ze w € L' <= w € L(A").

k<|Q]
1) wel = we L(A"). Skoro w € L', to istnieje k € N takie, ze
w* € L. Niech (po,p1,..,Pn_1) = 3’(q67w). Wtedy z konstrukeji automatu
istnieje ciag ig, i1, ..., ik, 2€ Pi; = S(pio,w), Di, = S(pikfl,w) ip,;, € F. Wéwczas
(Po, 1, -y Pn—1) € F’, czyli w € L(A").

2) we L(A) = we L. Skoro w € L(A’) to istnieje odpowiedni ciag
indekséw g, i1, ..., ik, 2€ Pi; = 0(Dig, W), Dip, = 0(Diy_,,w) 1 pi, € F. Wowczas

wk € L, zatem w € L'.

Skonstruowali$émy skoficzony automat deterministyczny rozpoznajacy jezyk L,
zatem jezyk L' jest regularny, czego nalezalo dowiesé. B

Bardzo dobrze! Podoba mi sie to rozwigzanie. Nie mam uwag.





