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Tre±¢ zadania: J¦zyk L ⊆ {0, 1}∗ jest regularny. Czy wynika z tego, »e
j¦zyk

√
L = {w ∈ {0, 1}∗ : ∃x ∈ {0, 1}∗ ∃y ∈ L wx = y ∧ |y| = |w|2}

jest regularny?

De�nicja: Automat A = 〈{0, 1}, Q, q0, F, δ〉 to pewien automat rozpozna-
j¡cy j¦zyk L.
Niech s = |Q| − 1
Q = {q0, q1, q2, ..., qs}

De�nicja: Zbior Xi,j = {qk : ∃w ∈ {0, 1}j δ̂(qi, w) = qk}

Lemat 1: ∀i∈{0,1,...,s} ∃N,k∈N ∀n>N Xi,n = Xi,n+k

Dowód lematu 1: Xi,j ∈ P(Q) i |P(Q)| < ∞, wi¦c istniej¡ l, l′ ∈ N,
takie, »e

l < l′ ∧ Xi,l = Xi,l′

Zaªó»my nie wprost, »e istnieje m ∈ N, »e Xi,l+m 6= Xi,l′+m, wtedy istnieje
takie qx, które nale»y tylko do jednego ze zbiorów Xi,l+m, Xi,l′+m, bez utraty
ogólno±ci qx ∈ Xi,l+m. Oznacza to, »e istnieje takie qy ∈ Xi,l i w ∈ {0, 1}m,
»e δ̂(qy, w) = qx, ale poniewa» Xi,l = Xi,l′ , to qy ∈ Xi,l′ , czyli qx ∈ Xi,l′+m.
sprzeczno±¢.

1



De�nicja: Niech li b¦dzie najmniejsz¡ tak¡ liczb¡ naturaln¡, »e Xi,li =
Xi,li+m dla jakiego± m > 0 naturalnego.
Niech di > 0 b¦dzie najmniejsz¡ tak¡ liczb¡ naturaln¡, »e Xi,li = Xi,li+di .
Niech ri = li mod di.
Niech +q oznacza dodawanie modulo q.

De�nicja: Automat A′ = 〈{0, 1}, Q′, q′0,0,〈0,0〉,〈0,0〉,...,〈0,0〉, F ′, δ′〉
Q′ = {q′n,m,〈a0,b0〉,〈a1,b1〉,...,〈as,bs〉 : n ∈ {0, 1, ..., s},m ∈ {0, 1, ..., |P(Q)|}, ai, bi ∈
{0, 1, ..., di − 1}}

F ′ = {q′n,m,〈a0,b0〉,〈a1,b1〉,...,〈as,bs〉 : m ∈ {0, 1, ..., |P(Q)|−1},∃w∈{0,1}m2−m ∃qf∈F δ̂(qn, w) =
qf}
∪
{q′n,m,〈a0,b0〉,〈a1,b1〉,...,〈as,bs〉 : m = |P(Q)| ∧ ∃qf∈F qf ∈ Xn,ln+an+(dn−rn)}

δ′(q′n,m,〈a0,b0〉,〈a1,b1〉,...,〈as,bs〉, x) =
q′n′,m′,〈a0+d0

b0,b0+d0
2〉,〈a1+d1

b1,b1+d1
2〉,...,〈as+dsbs,bs+ds2〉

gdzie n′ to numer stanu δ(qn, x), (to znaczy δ(qn, x) = qn′)
m′ = m+ 1, gdy m < |P(Q)|, m′ = m, gdy m = |P(Q)|.

Idea automatu A′: A′ pami¦ta rozwi¡zania dla krótkich sªów, natomi-
ast dla dªugich pami¦ta stan w jakim byªby A po przeczytaniu tego sªowa.
Dla ka»dego stanu z A automat A′ pami¦ta jakiej dªugo±ci sªowa mog¡ do-
prowadzi¢ A do stanu akceptuj¡cego, je±li zaczynaªby z tego konkretnego
stanu. �eby spami¦ta¢ te dªugo±ci, których jest by¢ mo»e niesko«czenie
wiele, A′ wykorzystuje fakt, »e dla wi¦kszych dªugo±ci wystarczy zna¢ t¦
dªugo±¢ modulo. Wiedz¡c jakiej dªugo±ci sªowa potra�¡ doprowadzi¢ A do
stanu akceptuj¡cego A′ liczy ile liter trzeba dopisa¢ do aktualnego sªowa, aby
podnie±¢ jego dªugo±¢ do kwadratu. Jest to dokªadnie |w|2 − |w|. Poniewa»
pami¦¢ jest ograniczona to pami¦ta t¡ warto±¢ modulo. Wykorzystuje do
tego prosty fakt, »e ((x+ 1)2 − (x+ 1))− (x2 − x) = 2x.

Lemat 2: Dla ka»dego sªowa w, je»eli po przeczytaniu w, A jest w stanie qi
to wtedy i tylko wtedyA′ po przeczytaniu w jest w stanie q′i,min(|w|,|P(Q)|),〈a0,b0〉,〈a1,b1〉,...,〈as,bs〉,
gdzie aj, bj to pewne liczby.

Dowód lematu 2: Przez prost¡ indukcj¦.

Lemat 3: A′ poprawnie rozpoznaje sªowa z
√
L krótsze ni» |P(Q)| .
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Dowód lematu 3: Po przeczytaniu sªowa w A′ jest w pewnym stanie
q′n,|w|,〈a0,b0〉,〈a1,b1〉,...,〈as,bs〉. Oznacza to, »e po przeczytaniu w A jest w stanie

qn. w nale»y do
√
L wtedy i tylko wtedy, gdy:

∃t ∈ {0, 1}|w|2−|w| ∃qf ∈ F δ̂(qn, t) = qf

Co dla |w| < |P(Q)| pokrywa si¦ z de�nicj¡ F ′

Lemat 4: Je±li po przeczytaniu w A′ jest w stanie q′i,j,〈a0,b0〉,〈a1,b1〉,...,〈as,bs〉,
to |w|2−|w| mod dk = lk+ak+(dk− rk) mod dk dla ka»dego k ∈ {0, 1, ..., s}

Dowód lematu 4: Przez indukcj¦:
Baza indukcyjna: Po przeczytaniu ε A′ jest w stanie q′0,0,〈0,0〉,〈0,0〉,...,〈0,0〉,

0 = lk + ak + dk − rk mod dk = 0
Krok indukcyjny: Je»eli po przeczytaniu dowolnego sªowa w dªugo±ci

x lemat zachodzi, to ka»de sªowo dªugo±ci x ma takie same ak w stanie
automatu A′ po przeczytaniu tego sªowa. Po przeczytaniu kolejnej literki
warto±¢ ak zamieni si¦ na a′k = ak + 2bk mod dk = ak + 2(x mod dk) mod dk.
Dla dowolnego sªowa w′ dªugo±ci x+ 1 mamy:

(x+ 1)2 − (x+ 1) mod dk = lk + ak + 2x+ dk − rk mod dk

x2 − x+ 2x mod dk = lk + ak + dk − rk + 2x mod dk

2x mod dk = 2x mod dk

Wniosek z lematu 4: Dla sªów w speªniaj¡cych |w|2−|w| >= li z lematu
1 mamy:

Xi,|w|2−|w| = Xi,li+ai+di−ri

Lemat 5: A′ poprawnie rozpoznaje sªowa z
√
L nie krótsze ni» |P(Q)|

Dowód lematu 5: Po przeczytaniu sªowa w (|w| ≥ |P(Q)|) A′ jest w
pewnym stanie q′n,|P(Q)|,〈a0,b0〉,〈a1,b1〉,...,〈as,bs〉. Oznacza to, »e po przeczytaniu w

A jest w stanie qn. w nale»y do
√
L wtedy i tylko wtedy, gdy:

∃t ∈ {0, 1}|w|2−|w| ∃qf ∈ F δ̂(qn, t) = qf

Stan q′n,|P(Q)|,〈a0,b0〉,〈a1,b1〉,...,〈as,bs〉 jest akceptuj¡cy wtedy i tylko wtedy, gdy:

∃qf∈F qf ∈ Xn,ln+an+(dn−rn)
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, co z wnioskiem z lematu 4 daje:

∃qf∈F qf ∈ {qk : ∃t ∈ {0, 1}|w|
2−|w|δ̂(qn, t) = qk}

Oznacza to, »e w nale»y do
√
L wtedy i tylko wtedy, gdy stan q′n,|P(Q)|,〈a0,b0〉,〈a1,b1〉,...,〈as,bs〉

jest akceptuj¡cy.
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