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Tres¢ zadania: Jezyk L C {0,1}* jest regularny. Czy wynika z tego, ze
Jezyk

VL ={we{0,1}*: 3z {0,1}* Iye Lwzr =y A |yl = |w|*}
jest regularny?

Definicja: Automat A = ({0,1},Q, qo, F, ) to pewien automat rozpozna-

jacy jezyk L.
Niech s = |Q| — 1

Q = {q0> q1,42, .-, qs}
Definicja: Zbior X;,; = {gx : Jw € {0,1} 6(qs, w) = g}
Lemat 1: Vicgo1, . s} Inkeny Vasn Xin = Xinir

Dowod lematu 1: X;; € P(Q) i |P(Q)| < oo, wiec istnieja I,I' € N,
takie, ze

I <A Xz',l = X“/

Zalézmy nie wprost, ze istnieje m € N, ze X1, # Xiyim, wtedy istnieje
takie g, ktore nalezy tylko do jednego ze zbiorow X ., X; yym, bez utraty
ogblnosci ¢, € X, +m. Oznacza to, ze istnieje takie ¢, € X;; i w € {0,1}™,
ze 5(qy,w) = @y, ale poniewaz X;; = X, , to ¢, € X, p, czyli ¢z € X, p1m.
sprzecznosc.



Definicja: Niech /; bedzie najmniejsza taka liczba naturalng, ze X;; =
Xi,+m dla jakiego§ m > 0 naturalnego.

Niech d; > 0 bedzie najmniejsza taks liczbg naturalng, ze X;;, = X, 44,
Niech r; = I; mod d;.

Niech +, oznacza dodawanie modulo q.

Definicja: Automat A" = ({0, 1}, Q’,q6707<070 ,F 07

Q" = (a0 50) (a1 b1 otasny - E A0 L,y s},m € {0, 1, [P(Q)]}, ai, bi €
{0,1,...,d; — 1}}

P = {q;,m,(ao,bo),<a1,b1),...,(as,bs> tm e {O’ 1’ T ‘P(Q)‘_l}’ E|w€{0,1}m2*”” queF 6<qn’ w) =
qr}
U

{q;L,m,mo,bg),(al,b1>,...,<as,bs) tm = |P(Q)| A queF qr € Xn,ln+an+(dn—rn)}

! / —
6/(qn’mv<a07b0>v<al7bl>7---7<a~S7bs) ’ I) o
anVm/7<a0+d0b(),b(]+d0 2>7(a1+d1 b17b1+d1 2),. (s +agbs,bs+a,2)

gdzie n’ to numer stanu 6(gy,, x), (to znaczy §(¢n, ) = ¢)
m' =m+1, gdy m < [P(Q)], m" =m, gdy m = |P(Q)|.

Idea automatu A’: A’ pamieta rozwigzania dla krotkich stow, natomi-
ast dla dtugich pamieta stan w jakim bytby A po przeczytaniu tego stowa.
Dla kazdego stanu z A automat A’ pamieta jakiej dlugosci stowa moga do-
prowadzi¢ A do stanu akceptujacego, jesli zaczynaltby z tego konkretnego
stanu. Zeby spamieta¢ te diugosci, ktorych jest by¢ moze nieskoriczenie
wiele, A" wykorzystuje fakt, ze dla wiekszych dlugosci wystarczy znaé te
dtugosé modulo. Wiedzac jakiej dtugosci stowa potrafia doprowadzi¢ A do
stanu akceptujacego A’ liczy ile liter trzeba dopisa¢ do aktualnego stowa, aby
podniesé jego dtugosé do kwadratu. Jest to dokladnie |w|? — |w|. Poniewaz
pamieé jest ograniczona to pamieta ta warto$¢ modulo. Wykorzystuje do
tego prosty fakt, ze ((z +1)? — (z + 1)) — (z* — z) = 2z.

Lemat 2: Dla kazdego stowa w, jezeli po przeczytaniu w, A jest w stanie g;

to wtedy i tylko wtedy A’ po przeczytaniu w jest w stanie qgvmm“pr(Q)D (00,50 (1,61 2b)
gdzie aj, b; to pewne liczby.

Dowdd lematu 2: Przez prosta indukcje.

Lemat 3: A’ poprawnie rozpoznaje stowa z /L krotsze niz |[P(Q)] .
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Dow6d lematu 3: Po przeczytaniu stlowa w A’ jest w pewnym stanie
q, (0],(@0,b0) ,(@1,61)r (s bs) Oznacza to, ze po przeczytaniu w A jest w stanie

¢n. w nalezy do /L wtedy i tylko wtedy, gdy:

3t e {0, 1}F=1vl 3¢, € F 6(gn, t) = gy
Co dla |w| < |P(Q)| pokrywa sie z definicja F”

Lemat 4: Jesli po przeczytaniu w A’ jest w stanie q§j<a0 bo) a1,b1) (10 50)
to |w|? — |w| mod dy = Iy + ag + (dy — ry) mod dy, dla kazdego k € {0,1,...,s}

Dow6d lematu 4: Przez indukcje:

Baza indukcyjna: Po przeczytaniu € A’ jest w stanie q6’07<070)’<0’0>,”_7<070>,
0:lk+ak+dk—7’k mOddeO

Krok indukcyjny: Jezeli po przeczytaniu dowolnego slowa w dlugosci
x lemat zachodzi, to kazde stowo dlugo$ci x ma takie same a, w stanie
automatu A’ po przeczytaniu tego stowa. Po przeczytaniu kolejnej literki
wartos¢ ay zamieni si¢ na aj, = ay + 2by mod dy, = ax + 2(x mod di) mod dy.
Dla dowolnego stowa w’ dlugosci = + 1 mamy:

(x+1)* — (z + 1) mod dy = I, + a + 2x + dj, — r, mod dj,
22— x+ 2z mod dy, = I, + ax + dy — 1% + 22 mod dj,
22 mod di = 2x mod dj,

Whiosek z lematu 4: Dla slow w spelniajacych |w|?> — |w| >=[; z lematu
1 mamy:
Xi,|w|2f\w\ - Xi,li—‘r(li—l-di—'l‘i

Lemat 5: A’ poprawnie rozpoznaje stowa z v/L nie krotsze niz |[P(Q)|

Dowo6d lematu 5: Po przeczytaniu stowa w (Jw| > |P(Q)|) A’ jest w
PEWLYIL StAnie G b0y (a0 b0 (a1,b1).....(asbe) - OZ1ACZA 1O, Z€ PO przeczytaniu w

A jest w stanie ¢,. w nalezy do v/L wtedy i tylko wtedy, gdy:
3t e {0, 1}F=1*l 3¢, € F §(gn,t) = gy
Stan q;l,|7>(Q)\,(ao,bo),<a1,b1>,...,<as’bs> jest akceptujacy wtedy i tylko wtedy, gdy:
qufEF qf € Xnyln+an+(dn*Tn)
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, co z wnioskiem z lematu 4 daje:

EquEF qr € {Qk (3t e {07 1}|w|2_|w|5(QTL7t) = Qk}

Oznacza to, ze w nalezy do /L wtedy i tylko wtedy, gdy stan q, PQ)|
jest akceptujacy.

7<a0vb0>7<a17b1>7~"7<a57b5>



