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Zadanie 43. Udowodnij, ze rzut relacji automatycznej jest relacja automatyczna.
Innymi stowy, jesli R C N* jest relacja automatyczna, to réwniez relacja R’ =
{r € N¥=1: 3m € N (r,m) € R} jest relacja automatyczng (dla uproszczenia
mozesz przyjaé, ze k = 2).

Przypomnienie Relacje R C NF nazywamy automatyczna, jeli jezyk Ly zlo-
zony z tych stéw w € X3 | dla ktérych zachodzi R(I(TTL(w)), {(TI2 (w)), ...l (TTF (w))),
jest regularny.

Gdzie Xy = {0,1}* dla k € N oraz o funkcji [ : {0,1}* — N wiadomo, ze: I(g) =
0,1(0w) = 2l(w), (1w) = 2l(w)+1. Natomiast funkcja ITj, : 35 — {0, 1}* zostala
zdefiniowana dla liczb naturalnych j < & jako: Hi(g) =, Hi((ah A2, .l o Q)W) =
a; T (w), gdzie (a1, ag, ...aj, ...ax) € Si.

Szkic Dowodu Mamy udowodnié, ze rzut relacji automatycznej jest relacja
automatyczna. Wiemy, ze relacja jest automatyczne, jezeli odpowiedni jezyk jest
regularny, czyli rozpoznawalny przez pewien automat skonczony. Popatrzymy
najpierw na to jak zbudowany jest wczesniej wspomniany jezyk Lg, pozwoli
nam to zauwazy¢ pewng wlasnosé, na podstawie ktorej zbudujemy automat, a
nastepnie udowodnimy, ze rozpoznaje on rzut relacji automatyczne;j.

DFA dla jezyka Lr Niech A = (X,Q,qo, F,0) bedzie deterministycznym
automatem skoficzonym rozpoznajacym jezyk Ly oraz niech P, = {g € Q : Jj €
N 3n € N (a1, a9, ...a5, ...ank) € Lr 3¢ € Q S(Q’,(al,ag,...aj>) =qANj=i
(mod k)}. Innymi stowy, P; to zbidr takich stanéw do ktérych mozna doj$é po
J krokach (przy czym j € N Aj =4 mod k).

Lemat 1. Vi,jeNj#i (modk)= P NP =0

Dowéd Nie wprost: jezeli istnialby stan ¢ nalezacy do obu zbioréw, to ist-
nialoby takze slowo w € Lpg, ktore przechodziloby przez ¢ w kroku zk + j dla
x € N. Mogliby$my wtedy skonstruowaé stowo w’, dla ktérego prefix do znaku
na pozycji yk +1i — 1 dla y € N mogltby by¢ rézny od w, po tym przechodziloby
do stanu ¢, a sufix obu stéw poczynajac od tego momentu by sie zgadzal. Przez



to dlugo$¢ w’ nie jest wielokrotnoscia k, zatem w’ ¢ X Aw' € Lg. Ale z
definicji relacji automatycznej Lr C X} . Sprzecznosé.

Budowa Automatu Niech B = (¥p5,Qp,q0,, F,dp) bedzie niedetermini-
stycznym automatem skonczonym, przy czym

.EB:E
¢ Qp=Q\ P
® dog = qo

Fp=(F\P)U{g€Qp:3s€Xd(q,s) € FNO(g,8) € Pr}

0p = 0lQpxss

Dodatkowo dla ¢ € Py i dla kazdego przejécia s € X, jezeli istnieje stan
q € Qp dla ktorego (g, s) = ¢’ to dla wszystkich stanéw gp € Qp jezeli
istnieje takie s’ € X dla ktérego d(qp,s’) = q to dp(gm,s) = ¢

Lr O L(B) Zauwazmy, ze dla kazdego slowo w € Xj_, rozpoznawalnego
przez automat B musialo istnie¢ stowo w’ € ¥} rozpoznawalne przez automat
A. Dowéd: Vg € Py_1 Vs € X 6(q,s) = ¢ = ¢ € Py, a zatem dla kazdego stanu
Qp, przez ktory przechodzi automat B i ktéry nalezy do zbioru Py_; istnieje
s’ € X takie, ze 6(0(qp, s"),ap) = d(qv,as), gdzie a, to nastepna litera prefixu
stowa w. Przez co mozemy zbudowaé stowo w’ przez wstawienie litery s’ po
kazdej literze o indeksie 2k +k — 1 dla x € N.

Zatem wszystkie slowa, ktore rozpoznaje automat B naleza do Lg:.

Lgr C L(B) Niech w € Lg . Istnieje zatem stowo w’ € Lg, ktérego rzut daje
slowo w. Skoro automat A akceptowala stowo w’, to automat B zaakceptuje
stowo w, poniewaz wszystkie przejécia ze stanu ¢ € P; do stanu ¢’ € P; dla
i,7 € NAi,j7 < k sa takie same, a o istnienie przejscia ze stanu (¢ € Py_1
do stanu ¢’ € Pw automacie B zadbaliSmy w ostatnim punkcie Budowy Au-
tomatu. Tak samo o stany koncowe zadbaliSmy w czwartym punkcie Budowy
Automatu. Zatem wszystkie stowa, ktore naleza do Lg/ rozpoznaje automat B.

Pokazuje to, ze automat B rozpoznaje jezyk Lgs, przez co relacja R’ jest
automatyczna, a zatem rzut relacji automatycznej jest relacja automatyczna,
c.n.w.



