Algorytmy Kwantowe
Lista 1

1. Notacja bra-ket i tortury algebra liniowa

Na wyktadzie nie powiedzieliSmy o jednej waznej operacji matematycznej, ktéra mozna wykonaé na sta-
nach kwantowych. WyobraZzmy sobie zatem, ze mamy dwa zupeinie osobne stany kwantowe (dwa zestawy
fotondw, ktdore nigdy sie jeszcze nie spotkaly), [u) i [v). Chcemy teraz zacza¢ traktowad je jak jeden stan
(by¢ moze bedziemy chcieli je splata¢ i dokonywaé na nich jakich$ wspdlnych operacji?). Jak z wektoréw u
i v zrobi¢ wspélny wektor? By odpowiedzie¢ sobie na to pytanie, wyobrazmy sobie, ze oba nasze stany sa
bazowe.

Przyktad. Niech |u) =|01), a |[v) = [101). Mamy zatem pie¢ fotonow, a ich wspdlny stan to |01,101) =]01101).
A co, jedli jeden ze standw jest superpozycja?

Przyklad. Niech |u) = %, a [v) =|101). Wtedy wspolny stan fotonéw to % [00,101) + \% [11,101).

Zatem wspélny stan uzyskuje sie poprzez mnozenie elementéw wektordéw kazdy-z-kazdym, czyli znany
nam juz iloczyn tensorowy! Kombinacja standw |u) i [v) jest |u, v) = |u) [v) = |u) ® [v).

Zadanie 1

Trudnoéé: tatwe Punktow: 2
Niech A € C*!, B € €™ beda dwiema macierzami. Ich iloczyn tensorowy, jak wiemy, jest macierza
skonstruowana poprzez mnozenie kazdy-z-kazdym:

[A11By,y -+ A1iBi, -0 AyBin o ApBy, ]
Ay B - AyB AiiBut 0 AiiBun 0 AuiBmt o ApiBua

A®B=| : C = : :
Ag1B - A B AgiBii o AgiBin 0 AgiBir - AgiBia
_Ak,le,l Ak,le,n Ak,le,l Ak,le,n_

Sprzezenie Hermitowskie macierzy A = (a;,;) to macierz At = (aj,1), gdzie a + bi = a—bi (sprzezenie liczby
zespolonej). Pokaz, ze (A® B)" = AT ® B'.
Zadanie 2

Trudno$é: tatwe Punktéw: 3

Pokaz, ze (AB)" = BT AT (korzystaliémy z tego faktu na wykladzie).
Zadanie 3

Trudno$¢: tatwe Punktéw: 2
Pokaz, ze jes$li A ma tyle wierszy ile C kolumn, a B tyle wierszy ile D kolumn, to (A® B)(C ® D) = (AC)®
(BD).



Zadanie 4
Trudno$¢: latwe Punktow: 2
Pokaz, ze jesli A i B sa macierzami unitarnymi, to A ® B tez.

Zadanie 5
Trudnos¢: tatwe Punktéw: 2
Pokaz, ze jeéli Vx € CN (x| M |x) = {x|x), to M musi by¢ macierza identycznosciowa.

Zadanie 6

Trudnoé¢: §rednie Punktéw: 2
Operacja CNOT zamienia stan |4, b) na |a, a @ b). Jak wyglada macierz operacji VCNOT, ktéra, zastosowana
dwukrotnie, jest rtownowazna CNOT?

2. Pomiar

Powiedzieliémy sobie, ze jesli nasz stan kwantowy w przestrzeni zdefiniowanej przez stany bazowe |0),
[1),...,IN = 1) (stany te moga odpowiada¢ ciagom bitéw—gdzie kazdy bit to polaryzacja pojedynczego
fotonu, wtedy N = 2", gdzie n to liczba fotondw) jest réwny |¢p) = Z}io a;|i) to stan i zmierzymy z praw-
dopodobiedstwem |a;|>. A co sie stanie ze stanem, gdy zmierzymy tylko jeden qubit (foton)? Na przyklad
mamy dwa fotony. Pomiar pierwszego daje

|0y, z prawdopodobieistwem |ago|* + |ag:]?
|1y, z prawdopodobienstwem |ao|? + |ay]?

Co sie dzieje wtedy z pozostalym stanem kwantowym? To jest niestety bardziej skomplikowane i catego
formalizmu, ktéry opisuje takie sytuacje nauczymy sie dopiero pod koniec semestru (m.in. dlatego, ze
wymaga to zdefiniowania, bedziemy chcieli zawsze mierzy¢ wszystko na konicu algorytmu), ale mozna
mysleé, ze dzieje sie to samo, co z prawdopodobienstwem warunkowym, czyli jeéli z pomiaru wyjdzie |0),
to nasz stan zmienia sie w
apo |0) + agy |1
0)® 00 | >2 o1 2)
lagol® + lao|
Fizycy nazywaja to redukcjg albo zapadnieciem sie funkcji falowe;.

Zadanie 7
Trudnoé¢: fatwe Punktow: 1
Stan GHZ to %(IOOO) +|111)). Pokaz, ze nie jest on iloczynem tensorowym standw pojedynczych fotonéw

(czyli jest splatany).
Zadanie 8

Trudnos¢: latwe Punktow: 1
Pokaz, ze po zmierzeniu jednego z trzech qubitéw, stan staje sie niesplatany. Niezaleznie od wyniku tego
pomiaru.

Zadanie 9

Trudno$é: tatwe Punktéw: 1

Stan ,W” to %(|001> +1010) + |100)). Pokaz, ze po zmierzeniu jednego qubitu, stan pozostatlych dwéch
nadal moze by¢ splatany.
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