Zadanie 76

Maciej Korpalski

Tresé: Pokaz ze istnieje takie ¢ > 0, ze dla kazdego m € N istnieja n > m
i L C X* takie, ze minimalny DFA rozstrzygajacy L ma n stanéw, zas kazdy
DFA rozstrzygajacy L/ ma przynajmniej cn? stanéw.

Rozwiazanie: Pokazemy, ze dowolna stala ¢ < % bedzie odpowiednia. Ustal-
my wigc m € N. Niech ¥ = {0,1} oraz L = {w € ¥* : |w|; = n — 2}. Jakie
dokladnie n zostanie dobrane zostanie pokazane pézniej. Skrotowo opisze auto-
mat rozpoznajacy ten jezyk. Jezyk L jest rozpoznawany przez automat majacy
n standw qo,q1, ---, @n—2, Gn—1- Stan przechowuje informacje o tym, ile jedynek
zostalo wezytanych (ostatni stan pamieta, ze zostalo wezytanych ich zbyt duzo i
nie mozna go zmienic¢). Akceptujacy jest stan g, —o. Wezytanie zera nie zmienia
stanu, weczytanie jedynki zmienia stan na nastepny lub w wypadku ostatniego
stanu (gn—1) nie zmienia go (pieklo zuczkéw!). Automat ten jest minimalny,
gdyz stowa 1° dla 0 < i < n — 1 nie mogg znalezé sie¢ w tych samych stanach w
dowolnym automacie rozpoznajacym L (a jest ich n).

Dla wygody oznaczen ustalmy N = n — 2. Pokazemy, ze automat rozpo-
znajacy Li/, ma co najmniej NTQ stanéw (wiec bedzie istnialo n > m takie,
ze NTz > cn? i takie n dobierzemy). W tym celu wystarczy pokazaé, ze relacja
~r,,, zawiera przynajmniej tyle klas abstrakcji.

Rozwazmy zbiér stéw A = {1%0' : 0 < k < §,0 <1 < N — 2k} (chodzi
zasadniczo o stowa majace taka liczbe jedynek i nie-jedynek, kolejnos¢ znakdw
nie ma znaczenia). Policzmy najpierw ile takich stéw jest, a péZniej pokazmy,
ze naleza one do innych klas abstrakcji relacji ~p, ,.

Rozwazmy najpierw N = 2N’. Dla kazdego k w zbiorze A jest dokladnie
N — 2k stow. Mamy wtedy:

JAl=N+N-2+4+N—4+--+4+4+2+40

N'(N'4+1) _ N?
:2(N’+N’—1+N’—2+~--+2+1):2%>T.



Rozwazmy teraz N = 2N’ + 1. Tutaj:

JAl=N+N—-24+N—-4+---+5+3+1
=2N'+1+4+2N' —1+4+2N' -3 +---+5+3+1
N'(N'"+1)

=N +142(N+N —1+N =2+ +2+1) =N +1+2 5

Wiec |A] > NTQ niezaleznie od wyboru N.

Pokazmy teraz, ze jesli stowa wi,ws € A nie sa réwne, to sa w réznych kla-
sach abstrakeji relacji ~r, ,. Zauwazmy najpierw, ze wszystkie slowa ze zbioru
|A| nie sa akceptujace (poniewaz I + 2k < N, czyli stowo 1¥0' nie moze by¢
polowa stowa majacego N jedynek).

Zalézmy najpierw, ze |wi|y # |wa|1. Mozemy bso przyjaé, ze |wi|; < |wal1.
Dokladajac wtedy M = N — |wy|; jedynek do obu stéw mamy w1 € Ly
oraz wol™M ¢ L, /2. Stowa wy 1 we musza wigc by¢ w innych klasach abstrakcji
relacji ~r, ,,.

Rozwazmy teraz dwa stowa wy,ws takie, ze |wq|; = w1, ale bso w; < wa.
Dol6zmy do obu stéw M = N —|ws|; — |ws| zer. Mamy wtedy w20 € Ly o, ale
w10M ¢ M )5, poniewaz wo0M 1M +1w2l € I § 0, 0M1M+1wil ¢ [ W takim razie
zadne dwa rézne stowa ze zbioru A nie sg ze soba w relacji ~Lys Co koniczy
dowdd.

=

N2

1



