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Zadanie 39 Niech A =< Σ, Q, q0, F, δ > b¦dzie PDFA.

a. Zaªó»my »e dla pewnego trzyelementowego S ⊆ Q zbiór csync(S) jest niepusty. Poka», »e w takim

razie istnieje w ∈ csync(S) o dªugo±ci nie wi¦kszej ni» 2|Q|3.

b. Udowodnij, »e je±li zbiór csync(Q) jest niepusty, to zawiera on jakie± sªowo o dªugo±ci nie wi¦kszej ni»

2|Q| .

Rozwi¡zanie a:

Niech w = w1w2w3...wk, gdzie wi ∈ Σ dla i = 1...k, b¦dzie najkrótszym sªowem nale»¡cym do csync(S).
Zaªó»my nie wprost, »e k = |w| > 2|Q|3.
Niech s1, s2, s3 b¦d¡ ró»nymi elementami ze zbioru S. Rozpatrzmy teraz ci¡g krotek:

[(s1, s2, s3), (δ̂(s1, w1), δ̂(s2, w1), δ̂(s3, w1)), (δ̂(s1, w1w2), δ̂(s2, w1w2), δ̂(s3, w1w2)), ..., (δ̂(s1, w), δ̂(s2, w), δ̂(s3, w))]
Wszytskich mo»liwych trójek stanów Q × Q × Q jest |Q|3 zatem na mocy zasady szu�adkowej w ci¡gu

(który jest dªugo±ci k + 1), istniej¡ takie dwie identyczne krotki. Czyli istniej¡ i < j takie »e

(δ̂(s1, w1w2...wi), δ̂(s2, w1w2...wi), δ̂(s3, w1w2...wi)) =

= (δ̂(s1, w1w2...wi...wj), δ̂(s2, w1w2...wi...wj), δ̂(s3, w1w2...wi...wj))

Zauwa»my, »e sªowo w′ = w1...wiwj+1..wk równie» nale»y do csync(S). (Dla ka»dego stanu q warto±¢

δ̂(q, w′) jest okre±lona (bo byªa okre±lona dla w)). Ponadto |w′| < |w| co prowadzi do sprzeczno±ci i

ko«czy dowód.

Rozwi¡zanie b:

Niech w = w1w2w3...wk, gdzie wi ∈ Σ dla i = 1...k, b¦dzie najkrótszym sªowem nale»¡cym do csync(Q).
Zaªó»my nie wprost, »e k = |w| > 2|Q|.
Przyjmijmy Q = {q0, q1, ..., qn−1}.
Tym razem rozpatrzymy ci¡g zero-jedynkowych krotek dªugo±ci n = |Q|.
Niech aj [i] oznacza i-t¡ pozycj¦ j-tej krotki (numeruj¡c od 0).

Zde�niujmy ci¡g nast¦puj¡co:

a0[i] = 1 dla wszystkich i = 1, ..., |Q| tj. a0 =< 1, 1, 1, ..., 1 >
aj [i] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stan q taki, »e po wczytaniu sªowa w1w2...wj automat startuj¡cy

z q znajdzie si¦ w stanie qi tj. δ̂(q, w1w2...wj) = q. W ten sposób otrzymany ci¡g aj jest reprezentacj¡

stanów "osi¡galnych" po przeczytaniu pierwszych j liter ze sªowa w. W szczególno±ci ostatni wyraz ci¡gu

ak zawiera dokªadnie jedn¡ jedynk¦ na pozycji stanu, w którym zsynchronizowaª si¦ automat po przeczyta-

niu sªowa w. Wszystkich wyrazów ci¡gu jest ponad 2|Q|, za± mo»liwych ci¡gów zero-jedynkowych dªugo±ci

|Q| dokªadnie 2|Q|, ponownie korzystaj¡c z metody szu�adkowej otrzymujemy, »e istniej¡ x < y takie,

»e ax = ay. Zauwa»my jednak, »e sªowo w′ = w1...wxwy+1..wk równie» nale»y do csync(Q). Ponadto
|w′| < |w| co prowadzi do sprzeczno±ci i ko«czy dowód.


